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Слив вязкой жидкости в трубе использует�
ся в системе управления нанесением изолирую�
щих покрытий на ее внутреннюю поверхность.
Жидкость представляет собой вязкую суспен�
зию взвешенных частиц, которые прилипают к
стенкам трубы в процессе слива. Структурные
схемы таких систем приведены в [1 – 4]. Их
принцип работы основан на управлении скоро�
стью слива в зависимости от высоты столба жид�
кости в трубе. Скорость слива определяет тол�
щину покрытия при заданных размерах трубы,
плотности и вязкости сливаемой жидкости.

Математическая постановка задачи иллюс�
трируется рисунком 1, где изображена верти�
кальная труба диаметром 2R, в которую налита
жидкость плотностью  , сливающаяся через
нижнее отверстие диаметром 2r. Целью матема�
тического моделирования является поиск урав�
нений, связывающих скорость V движения жид�
кости с ее высотой Н относительно сливного от�
верстия, при известной плотности жидкости и
размерах трубы. Управление скоростью слива
осуществляется изменением диаметра сливного
отверстия.

При математическом моделировании при�
мем следующие допущения:

1. Жидкость не сжимаема.
2. Движение жидкости в трубе ламинарное,

то есть в процессе слива воронка не образуется.
Достоверность таких допущений оценим в

процессе дальнейших исследований, тем более
что второе допущение достаточно условно, так
как в действительности воронка имеет место

быть и будет учитываться на второй стадии ма�
тематического моделирования.

При любых видах течений через любое по�
перечное сечение трубы в единицу времени про�
ходят равные объемы жидкости [5]:

11SVVS  ,                              (1)

где 2RS  , 2
1 rS  , R и r – радиусы трубы и

сливного отверстия соответственно (см. рисунок
1). При изменении сечения трубы изменяется
давление и скорость жидкости, ламинарное дви�
жение которой под действием силы тяжести опи�
сывается уравнением Бернулли [5,7]:

constVgHp 
2

2 , (2)

где p –давление, [Н/м2];   – плотность, [кг/м3 ];
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Рис. 1. Иллюстрация к математической модели:
Н, Hm – текущая и максимальная высота жидкости со�
ответственно, R – радиусы трубы, r – радиус сливно�
го отверстия,V – скорость движения жидкости в по�
лости трубы, V1 – скорость движения жидкости
в сливном отверстии
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q – ускорение свободного падения [м/cек2]. Для
двух сечений трубы уравнение (2) примет вид:

22

2
1

11

2 VgHpVgHp   . (3)

При отсутствии внешних давлений p = p
1
 =

0. Предположим, что труба наполнена на высо�
ту Н и V=0, тогда начальная скорость слива че�
рез отверстие любого диаметра на нижнем торце
трубы, то есть при H

1
 = 0, будет определяться из

выражения 
2

2
1VgH    по известной формуле

Торричелли [5]:

gHV 21  . (4)

Скорость движения жидкости в самом теле
трубы будет определяться по формуле, вытека�
ющей из (1):

gHgH
R
r

R
rV

S
SVV 222

2

2

2

1
1

1  . (5)

Реально сопротивления стенок всегда имеют
место быть и движение жидкости инерционное.
Уравнение Бернулли не отражает реальный про�
цесс, а соответствует лишь его предельному слу�
чаю – установившемуся режиму при отсутствии
сопротивления стенок трубы (нулевой вязкости).
Поэтому необходимо найти другую математичес�
кую модель, соответствующую реальному про�
цессу слива вязкой жидкости с учетом инерци�
онности ее массы и сопротивления стенок трубы.

Анализ показал, что если жидкость в полно�
стью заправленной трубе принять за тело опре�
деленной массы с некоторым центром тяжести,
то в процессе слива центр тяжести этого тела
будет перемещаться с определенной скоростью.
При этом движущееся тело (оставшаяся в трубе
жидкость) будет изменять не только центр тя�
жести, но и массу. Таким образом, описываемый
процесс слива жидкости из трубы подпадает под
математическое описание механического движе�
ния тела переменной массы под действием вне�
шних сил, которое описывается уравнением (5):

 
dt
dmVFmV

dt
d

1 , (6)

где m, V – масса и скорость центра тяжести жид�
кости внутри полости трубы в текущий момент
времени; F=P – F

с
 – главный вектор всех сил,

действующих на тело; V
1
 – скорость отделившей�

ся массы; mgP   –  вес жидкости.
gHkkpFC   – сила сопротивления движе�

нию жидкости, где k – общий коэффициент со�
противления, определяемый стенками трубы и
диаметром сливного отверстия; gHp   – дав�
ление жидкости на стенки трубы [5].

Подставляя используемые параметры в урав�
нение (6) с учетом соотношения (1) получим

dt
dm

S
SVgHkmg

dt
dVm

dt
dmV 1  .(7)

Масса жидкости определяется через плот�
ность и размеры трубы по формуле

2RHHSm   , поэтому выражение (7) при�
нимает вид:

dt
dHVSgHkSHg

dt
dVSH

dt
dHSV  1 . (8)

Учитывая, что 
V
dHdtV

dt
dH   ;  из уравне�

ния (8) можно исключить время и плотность

  1
22 SVkSgH

dH
dVSHVSV  . (9)

После преобразований, получим

 
VS

gkS
S
S

H
V

dH
dV 






  11

. (10)

В уравнении (10) коэффициент k имеет раз�
мерность [м2], так как сила сопротивления пря�
мо пропорциональна площади соприкосновения
жидкости с поверхностью трубы. Общее сопро�
тивление движению складывается из сопротив�
ления задвижки и трения о стенки трубы.

При таком подходе коэффициент сопротивления
k в уравнении (10) находим из следующих сообра�
жений, принимая сопротивление стенок равно нулю:

1.  Сила сопротивления пропорциональна
давлению

gHkkpFc  . (11)

2.  При полностью закрытой сливной задвиж�
ки, то есть при r=0, сила сопротивления F

c
 мак�

симальна и равна весу жидкости, поэтому мак�
симальное значение коэффициента сопротивле�
ния в уравнении (10) определится по формуле

gHkgHRmgF MAXMAXc   2
, ,

откуда
2RkMAX  . (12)

3.  При полностью открытой задвижке то есть
при r=R сила сопротивления F

c
 минимальна и

равна нулю, k
MIN

=0.
Исходя из всего вышеприведенного, коэф�

фициент сопротивления пропорционален пло�
щади перекрытия трубы задвижкой и определя�
ется по формуле

 22 rRk   . (13)

При наличии сопротивления боковой повер�
хности параметр k в уравнении (10) определить�
ся по формуле
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   RHkrRk 0
22 2 , (14)

где k
0
 – коэффициент потерь на трение жидко�

сти о боковую поверхность трубы, RH2  – пло�
щадь боковой поверхности трубы,

2

2

R
r . (15)

Подстановка (14) в (10) даст следующее
уравнение движения жидкости

 
VR
Hgk

V
g

H
V

dH
dV  021  . (16)

Обозначив

R
gkDgBA  02 ; ;1   (17)

и учитывая (16), получим

 V
DHBV

H
A

dH
dV  . (18)

Это уравнение Бернулли при n=&1, с правой
частью, зависящей от аргумента H. Согласно [6],
решение этого уравнения имеет вид:

 
202

2
4

22
2

1
2

21
2 H

R
gkHgH

A
DH

A
BV

















 .(19)

При 1 , имеем формулу Торричелли (5),
что подтверждает корректность решения. Изве�
стно, что при ламинарном движении жидкости
k

0
 = 10�2 .. 10�8 [7].

Графики зависимости скорости слива от вы�
соты столба жидкости показаны на рис. 2.

График соответствует ожидаемым значени�
ям, соответствующим ламинарному движению
жидкости по уравнению Бернулли.

Однако уравнение (16) не учитывает того фак�
тора, что коэффициент сопротивления k

0
 зависит

от вязкости и скорости от скорости движения жид�
кости. Согласно [8] для k

0
 можно записать

Re
64

0 k ,                              (20)

где Re – число Рейнольдса – критерий подобия
течения вязких жидкостей, равный[5]:

к

VRVR


 Re , (21)

Где   – динамическая вязкость [Па·с],


 к – кинематическая вязкость 








с
м2

.

Подставляя (21) в (20) , получаем формулу
определения коэффициента потерь на трение
жидкости о боковую поверхность трубы

VR
k к32

Re
64

0  . (22)

Подстановка (22) в (16) даст следующее бо�
лее точное уравнение движения жидкости при
сливе через регулируемую задвижку

  22
641

RV
Hg

V
g

H
V

dH
dV к  . (23)

Дифференциальное уравнение (23) не под�
дается аналитическому решению. Получившее�
ся уравнение решено численным методом в про�
грамме Mathcad. На рисунке 3 приведены реше�
ния при разных  .

Рис. 3 иллюстрирует изменение скорости
слива вязкой жидкости в зависимости от высо�
ты при различной степени открытия сливной
задвижки   и хорошо согласуется с выражени�
ем (19), подтверждая корректность упрощенного
аналитического решения. Кривые 1 и 2 на рис. 3

Рис. 2. Графики зависимости скорости слива
при разных значениях  и k

0
=10�4, R=0,05 м

Рис. 3. Графики зависимости скорости слива при

различных значениях  , R=0,05м, з
к
 = 10�7 








с
м 2

.

1 – получено по уравнению (16), 2 – по уравнению (23)
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показывают результаты решения, полученные по
уравнениям (16) и (23), разница которых состав�
ляет не более 5%.

Исследуем влияние кинематической вязко�
сти на график слива жидкости.

Выражение (19) дает возможность опреде�
лить требования к размерам трубы, для которых
принципиально возможен слив при заданном
коэффициенте трения k

0
. Из условий положи�

тельности подкоренного выражения (19) следу�
ет, что mHkR 02 .

На рис. 4 показана зависимость изменения
скорости слива при 5,0  и различных значе�
ниях кинематической вязкости.

Рис. 4 показывает, что при определенных
значениях вязкости слив невозможен, что пол�
ностью соответствует физической сущности ис�
следуемого процесса, так как сопротивление сте�
нок становится больше силы тяжести. В целом
графики на рисунках 2�4 иллюстрируют зависи�
мость скорость слива от параметров технологи�
ческого процесса. Методом численного модели�
рования определяем требования к кинематичес�
кой вязкости жидкости, которую можно
использовать для нанесения покрытий. Эти тре�
бования определяются при минимальном ради�
усе трубы R=0,05 м, которые подвергаются по�
крытиям по описываемой технологии и состав�
ляют 4106,1  .

Анализ графиков на рис. 3 и 4 показывает,
что скорость не стабильна от высоты столба.
Синтез системы управления будет состоять в
том, чтобы обеспечить постоянную скорость
слива в возможно большом диапазоне высоты.

Это возможно путем адаптивного изменения

степени открытия задвижки 2

2

R
r , что дости�

гается изменением радиуса сливного отверстия
r в зависимости от высоты столба. Закон изме�
нения  H  можно найти из уравнения (23),
учитывая, что в идеальном случае на рабочем

участке V=сonst, 0
dH
dV

. Уравнение (23) в этом

случае примет вид

  0641 22 
RV

Hg
V
g

H
V к . (24)

Решая это уравнение относительно  , найдем
закон изменения степени открытия сливной зад�
вижки в зависимости от высоты столба жидкости,
который будет обеспечивать стабильную скорость
движения жидкости по всей длине трубы

кgHgHVRRV
RV


 2223

23

64
 . (25)

График изменения степени открытия слив�
ной задвижки в зависимости от высоты столба
жидкости, требуемой скорости размеров трубы
и кинематической вязкости показан на рис. 5.

Выражение (25) определяет закон парамет�
рического управления задвижкой в зависимос�
ти от текущей высоты столба жидкости при раз�
личных размерах трубы и вязкости, что дает воз�
можность построения системы управления
нанесением покрытий на внутреннюю поверх�
ность труб.

При малой вязкости во время слива в трубе
образуется воронка, имеет место турбулентное
движение жидкости. В этом случае коэффици�
ент трения жидкости о боковую поверхность
трубы определяется по формуле Альдшуля [8]:

25,0

0 Re
100

2
46,11,0 






 

R
Kk Э

, (26)

где K
Э
 – эквивалентная абсолютная шерохова�

тость в миллиметрах (определяется из таблиц).
Разработанная математическая модель не

учитывает инерционность электрических и элек�
тромеханических процессов, протекающих в си�
стеме управления. Она рассматривает пока лишь
только один элемент замкнутой системы управ�
ления – непосредственно трубу с изменяющим�
ся сливным отверстием и в виде формулы (25)

Рис. 4. Влияние вязкости на скорость слива
при 5,0 , R=0,05м

Рис. 5. График закона управления задвижкой
в зависимости от высоты столба жидкости,

обеспечивающий стабильность заданной
скорости слива V
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формулирует предельные требования к закону
регулирования, обеспечивающему максималь�
ное качество наносимого покрытия. Моделиро�
вание работы всей системы управления будет
проводиться при дальнейших исследованиях.
Полученная методика решения справедлива и
для турбулентного движения жидкости в трубе,
при использовании выражения (26).

Материалы, полученные по результатам про�
веденных исследований, позволяют найти мате�
матические алгоритмы управления для системы
нанесения покрытий на внутреннюю поверх�
ность трубы, используемой в производственном
цикле ОАО «НЕГАСПЕНЗАПРОМ».
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