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ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] с использованием метода стаци-
онарной фазы исследовались параметры фокаль-
ного пятна и глубина поля, формируемого со-
ставным оптическим элементом “линза + акси-
кон”. Такой составной оптический элемент
можно аппроксимировать отдельным фазовым
ДОЭ – фраксиконом – имеющим дробную сте-
пень зависимости от радиальной координаты.

В зависимости от значения дробной степени
фраксикон позволяет формировать как масштаб-
но уменьшающие бесселевые пучки – аналог
линзакона [2], так и масштабно увеличивающи-
еся с соответствующим удлинением глубины
поля, что близко по свойствам к логарифмичес-
кому аксикону [3]. Однако, в отличие от лога-
рифмической функции, степенная функция не
имеет особенностей в центральной области, сле-
довательно, не потребуется дополнительного
экранирования для этой части при физической
реализации [4].

Оптические элементы, отличающиеся от
классических элементов, таких, как линзы и ак-
сиконы, используются для компенсации аберра-
ций [5], для улучшения продольного и попереч-
ного разрешения [6 - 9], увеличения протяжённо-
сти фокуса изображающей системы [10 - 13] или
его смещения [14], для оптической связи в сво-
бодном пространстве [15], а также при оптичес-
ком манипулировании [16 - 20].

В данной работе в рамках геометрической
оптики мы рассматриваем фокусирующие свой-

ства обобщённой рефракционной линзы, форму
поверхности которой можно описать в виде сте-
пенной зависимости от радиуса. Также проведе-
но сравнение полученных выражений с рефрак-
ционной сферической линзой и линзой, профиль
которой описывается уравнением эллипса.

1. ОБОБЩЁННАЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ ЛИНЗА

Рассмотрим обобщённый фокусирующий
осесимметричный рефракционный оптический
элемент с показателем преломления n , поверх-
ность которого описывается уравнением обоб-
щённой параболы:

0( )h r z ar   .                             (1)

На рис. 1 показаны радиальные сечения по-
верхностей вида (1) при 1a   и различных зна-
чениях  .

Исходя из уравнения (1), имеем следующие
соотношения:
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Также из чертежа на рис. 2 (мы рассматри-
ваем только верхнюю ветвь кривой в силу её сим-
метрии) получаем связь:

 otg tg 90 ( )i r h     ,                (2)

из которой следует выражение для угла падения:

     
1 11/

0tg ( )i a z h a r h
        . (3)



29

Физика и электроника

Используя формулу 2sin tg 1 tgx x x  ,
находим синус угла падения
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  ,               (4)

В соответствии с законом преломления на-
ходим синус угла преломления

   sin sint in   ,                     (5)

где n  – показатель преломления материала, из
которого изготовлен оптический элемент.

Величина слева в выражении (4) должна
быть не больше единицы, чтобы лучи выходили
из оптического элемента. Решая полученное не-
равенство, находим предельные значения разме-
ров обобщённой линзы:

   1 1
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Таким образом, поперечный размер обобщён-
ной линзы ограничивается условием полного
внутреннего отражения лучей:

lim

lim

, 1,
, 0 1.

r r
r r
  

    
 (8)

При 1   мы имеем особый случай, когда
выражение (4) не зависит от радиуса оптичес-
кого элемента, и условие полного внутреннего
отражение связано только с параметром a и по-
казателем преломления:
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.                                (9)

На рис. 3 приведены зависимости предельно-
го радиуса (8) от параметра   в различных диа-
пазонах при 0,5a   и 1,5n  . Заметим, что за-
висимости имеют экстремальные значения, свя-
занные с параметрами a  и n .

При стремлении 1   в обоих случаях те-
ряется зависимость от радиуса: при 1 

limr  , а при 0 1    lim 0r  , т.е. условие
(8) выполняется всегда с учётом (9).

Найдём точку пересечения преломлённого
луча с горизонтальной осью – точку C (рис. 2).

В треугольнике ABC мы знаем сторону AB r
и угол  t iACB    . Используя формулу для

тангенса разности, находим

  
   

   
1 tg tg

tg tg tg
t i

t i

rBC r
ACB

  
 

   .  (10)

Рис. 1. Радиальные сечения поверхностей вида (1) при 1a   и 0,5   (штрихпунктирная линия),
1   (пунктирная линия), 2   (сплошная линия), 3   (точечная линия)

Рис. 2. Ход лучей через обобщённую линзу

а)                                                                                                  б)
Рис. 3. Зависимость предельного радиуса (7) от параметра g при 1   (а) и 0 1    (б)
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Тангенс угла падения даёт формула (3), а тан-
генс угла преломления получим, используя фор-
мулы (4) и (5). Подставив эти величины в (10),
получим
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Таким образом, расстояние, на котором луч,
проходящий на линзе через радиус r, пересекает
оптическую ось, описывается выражением:
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Это выражение связано с фокусом обобщён-
ной линзы (1).

Рассмотрим конкретные значения   :

1. При  2   получаем обычную параболи#

ческую линзу, формула (4) примет вид
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а крайние значения:

 
 

 0 2

1(0)
2 1
nz z
a n

 
 ,

 

 lim 0 2

1( )
4 1

z r z
a n

 
 , (14)

причём  
lim( ) (0)z r z .

В параксиальном приближении:
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2. При  2   крайние значения:
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также  
lim( ) (0)z r z .

В параксиальном приближении:
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Т.о. при  2   центральная часть линзы фо-
кусирует на более дальние расстояния от элемен-
та, чем периферийная.

3. При  1 2    крайние значения:
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имеют соотношение  
lim( ) (0)z r z .

Таким образом, на оптической оси фокус на-
ходится непосредственно в вершине линзы.

В параксиальном приближении:

  
2

0( ) 1
2 1
n rz r z ar

a n


          .     (19)

На рис. 4 показаны зависимости расстояний

от вершины линзы  0z  до точки пересечения оп-

тической оси (12) от радиуса оптического эле-
мента при  0,1a   и  1, 5n   для различных зна-

чений 1  .

Как видно из графиков, при  1 2    лучи,
проходящие через центральную часть оптичес-
кого элемента, фокусируются сразу за поверхно-
стью элемента. Периферийные лучи фокусиру-
ются ближе к поверхности элемента, чем “сред-
ние” лучи. Заметим, что средняя часть такой
линзы работает без аберраций, т.е. так же как
центральная часть параболической линзы.

При 2   периферийные лучи пересекают
оптическую ось ближе, чем центральные.

При 2   периферийные лучи также фоку-
сируются достаточно близко от поверхности оп-
тического элемента, в то время как центральные
лучи пересекаются с оптической осью на значи-
тельном расстоянии. С увеличением    точка пе-
ресечения будет уходить в бесконечность.

4. При 0 1    область полного отражения
находится не на периферии, а в центре линзы.
Поэтому в отличие от предыдущих случаев часть
лучей всегда будет отражаться. А если размер лин-
зы будет меньше limr , то отразятся все лучи.

Рис. 4. Зависимости расстояний пересечения
оптической оси (4) от радиуса оптического

элемента при 0,1a   и  1,5n   для  2,1 
(пунктирная линия), 1,9   (точечная линия),

2   (сплошная линия)



31

Физика и электроника

Т.к. в центральной части происходит отраже-
ние лучей, выражение (12) удобнее переписать
в виде:
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Крайние значения:
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Точка фокуса для лучей, проходящих вбли-
зи внутреннего радиуса элемента limr , оказыва-
ется внутри линзы, что затруднит её использо-
вание в рефракционном виде (будет необходи-
мо отрезать острие), но вполне возможно в
дифракционном варианте.

Строго говоря, формула (12) для 0 1  
верна именно для линзы без острия, так как при
её выводе предполагалось, что после преломле-
ния на правой границе линзы луч повторно в
линзу не входит.

Интересно выяснить значение 0r , при кото-
ром фокус совпадёт с 0z  и перестанет находить-
ся внутри оптического элемента. Если ввести
обозначение 2 2w r  , то имеем квадратное
уравнение:

   4 2 2 2 2 21 1 1 0a w n a w n        .
Можно доказать, что его дискриминант

 4 2 2 2 2 4 4a n n      положителен. Отбрасы-
вая отрицательный корень уравнения и возвра-
щаясь к переменной r , получим:
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Заметим, что отношение:
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не зависит от a  и его значение больше единицы,
что легко видеть геометрически.

Параксиальное приближение отсутствует, но
имеет место асимптотика для больших радиусов,
которое совпадает с выражением (19).

На рис. 5 показаны зависимости расстояний

пересечения оптической оси (20) от радиуса оп-
тического элемента при 0,1a   и 1,5n   для
различных значений 1  .

Как видно из рис. 5, центральная часть опти-
ческого элемента не пропускает лучи из-за пол-
ного внутреннего отражения. При уменьшении
параметра   периферийные лучи будут пересе-
кать оптическую ось на всё большем удалении
от оптического элемента.

2. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕНСИВНОСТИ
НА ОПТИЧЕСКОЙ ОСИ

Закон сохранения энергии для лучевых трубок
(кольцо отображается на отрезок оптической оси):

2 d ( )dr r I z z   (23)
позволяет определить распределение интенсив-
ности, формируемое обобщённой линзой (1) на
оптической оси:

d( ) 2
d
rI z r
z

  .                          (24)

Знак “минус” у производной будет означать,
что с увеличением r  фокус приближается к на-
чалу координат.

Зависимость фокусного расстояния от ради-
уса ( )z r  дана формулой (12), но, чтобы исполь-
зовать формулу (24), нам нужна обратная зави-
симость ( )r z , для нахождения которой требует-
ся решить относительно r уравнение, выраженное
формулой (12).

Это уравнение достаточно сложно для реше-
ния, поэтому сначала рассмотрим его упрощён-
ные варианты, получаемые при определённом
приближении: параксиальном при 1   или
большого радиуса при 0 1   .

2.1. Приближённое решение
1. Параксиальная область при 2  .
Из формулы (15) следует:

2 0
2 2

1 ( )2 ( 1)
2 ( 1)
z z a nr
a n

  
 ,

Рис. 5. Зависимости расстояний пересечения
оптической оси (4) от радиуса оптического
элемента при 0,1a   и 1,5n   для 0,1 

(пунктирная линия), 0,5   (точечная линия),
0,9   (сплошная линия)
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2d d( ) 12
d d ( 1)
r rr
z z a n
  

 ,

откуда получаем

d( ) 2
d ( 1)
rI z r const
z a n

    


. (25)

Таким образом, для стандартной параболи-
ческой линзы интенсивность не меняется вдоль
оптической оси.

2. Параксиальная область при 2 
Здесь в формуле (17) придётся отбросить

второе слагаемое, так как иначе уравнение нераз-
решимо. Вблизи оси оно мало, а последнее сла-
гаемое неограниченно растёт, так как в данном
диапазоне 0   и 2 0   . Однако необходи-
ма осторожность при 2  , так как не гаранти-
рована сшивка решения с 2  . Таким образом
получаем:
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откуда в результате:
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В формуле (26) показатель степени отрица-
телен, поэтому интенсивность убывает при уда-
лении от начала координат.

3. Параксиальная область при 1 2   .
В этом случае в формуле (19) также придёт-

ся отбросить второе слагаемое, так как иначе
уравнение неразрешимо. Это слагаемое имеет
более высокий порядок малости, так как в дан-
ном диапазоне 2    . Осторожность необхо-
дима при 1  , так как тогда порядки обоих
слагаемых близки, а также при 2  , так как
не гарантирована сшивка решения с 2  . Та-
ким образом получаем:
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откуда в результате:
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Формально выражение (27) такое же, как и
(26), однако показатель степени в (27) положи-
телен, поэтому интенсивность возрастает при
удалении от начала координат.

4. Область большого радиуса при  0 1   .
В этом случае в формуле (19) оставляем

только последнее слагаемое, так как оно (учиты-
вая  ) имеет более высокий порядок роста. При

1   требуется осторожность, так как тогда по-
рядки обоих слагаемых близки. Таким образом
получаем:
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откуда в результате:
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Так как показатель степени в (28) положите-
лен, интенсивность возрастает при удалении от
начала координат.

2.2. Частные точные решения
Рассмотрим общее уравнение (12) для неко-

торых значений  .

1. Аксикон: 1  .
Хотя многие приведённые выше формулы

нельзя напрямую использовать для 1   (по
крайней мере без раскрытия неопределённос-
тей), формула для фокусного расстояния явля-
ется в этом смысле исключением. Поэтому под-
ставим в (12) 1  :
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Разумеется, здесь предполагается, что выпол-
нено неравенство, выражающее отсутствие внут-
реннего отражения 21 1a n  . В этом случае
обеспечивается 0  .

Из (29) получаем
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и, следовательно,
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Т.о. интенсивность линейно возрастает при
удалении от начала координат.

2. Параболическая линза: 2  .
Подстановка в (12) 2   даёт:

2 2 2
2

0 2

1 (1 )4 11
2 1

n n a r
z z ar

a n
  

   


. (31)

Из этого уравнения можно выразить 2r :
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Поэтому интенсивность равна

2

2

d d( )( ) 2
d d

1 1 .
2 1

r rI z r
z z
n

a n u

    

 
   

  

 (32)

Эта величина убывает по величине от

( 1)a n

  при 0

1
2 ( 1)

z z
a n

 


 (знак “минус”

соответствует приближению фокуса к началу
координат с увеличением радиуса) до нуля при

0 2

1
4 ( 1)

z z
a n

 


. Или, другими словами, при

возрастании z  интенсивность возрастает от
нуля в точке крайнего (граничного) фокуса до

( 1)a n

  в точке параксиального фокуса.

Можно доказать, что скорость возрастания
интенсивности   уменьшается при приближении
к параксиальному фокусу, но не становится рав-
ной нулю. Отсюда следует, что, во-первых, мак-
симум интенсивности в параксиальном фокусе
не есть максимум в смысле стационарной точки;
и, во-вторых, параксиальное приближение (25)
имеет первый порядок погрешности.

3. Произвольные значения   .
В общем случае уравнение (12) не имеет ана-

литического решения и, более того, не является
даже алгебраическим. Если   – рациональное
число, то уравнение можно привести к алгебра-
ическому, однако оно будет выше четвёртой сте-
пени и всё равно потребует численного решения.

Выше мы рассмотрели аналитическое вычис-
ление распределения интенсивности в прибли-
жении и для немногих частных случаев. Далее
выполним реализацию формулы (22) числен-
ным дифференцированием. Возьмём равномер-
ную дискретизацию по радиусу:

 
1d i ir r r h    ,

тогда радиальным координатам   будут соответ-
ствовать осевые координаты из выражения (4):

     1d i iz z r z r  ,

а распределение интенсивности будет строить-
ся в средних точках интервалов:

 
   

   
1 11

12
i i i ii i

i i

r r r rr rI z
z r z r
 



           
.  (33)

На рис. 6 показаны распределения интенсив-
ности (33) в зависимости от расстояния от оп-

тического элемента при  0,1a   и  1,5n   для

различных значений 2  . Левый край графи-
ков с резким обрывом (граница тени) соответ-
ствует достижению на оптическом элементе ра-
диуса r

lim
 , который определяет границу наступ-

ления полного внутреннего отражения.
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Периферийные лучи с ростом    пересека-
ются всё ближе к плоскости оптического элемен-
та (минимальное расстояние определяется мак-
симальным радиусом, при котором наступает
полное внутреннее отражение), а центральные
лучи распространяются практически параллель-
но оптической оси. Причём с ростом    централь-
ная часть оптического элемента становится всё
более плоской и большее число лучей уходит в
бесконечность.

Заметим, что максимум интенсивности при
фиксированном    не совпадает с левой грани-
цей (т.е. краем оптического элемента), что свя-
зано с уменьшением площади соответствующе-
го кольца (в формуле (24) рост r  не компенси-

рует уменьшение  d / dr z ).
На рис. 7 показаны распределения интенсив-

ности (33) в зависимости от расстояния от оп-

тического элемента при 0,1a   и  1,5n   для

различных значений  1 2   .
При   (сверху) зависимость интенсивности

от расстояния z имеет монотонный характер
вплоть до границы полного внутреннего отраже-

ния (рис. 7а), которая наступает на всё большем
удалении от оптического элемента.

При  02 1     две разные части элемен-

та преломляют лучи в одну и ту же точку на оп-
тической оси (см. немонотонную кривую на рис.

4 для 1,9  ). Поэтому на рис. 7б, в показаны
две ветви. Физически их вклады просто склады-
ваются. Точка появления второй ветви (скачок
на рис. 7б) соответствует полному внутреннему
отражению на элементе. А правая точка смыка-
ния двух ветвей соответствует на элементе ради-
усу наибольшего фокусного расстояния. Так как

это точка гладкого экстремума функции  ( )z r  при

 0r  , то, согласно формуле (24), здесь получает-
ся бесконечное значение интенсивности (резкий
рост интенсивности в правой части графиков).

При 2   снизу непрерывного перехода к

2   не будет..
На рис. 8 показаны распределения интенсив-

ности (33) в зависимости от расстояния от оп-

тического элемента при 0,1a  и  1,5n  для раз-

личных значений 1  .

При 0   (снизу) элемент начинает рабо-
тать близко к аксикону и зависимость интенсив-
ности при больших   стремится к линейной.

Если же   (фактически рельеф присутствует
только в центральной точке), то зависимость
интенсивности будет приближаться к постоян-
ному значению, близкому нулю. Обрыв на гра-
фиках связан с конечностью размера элемента.

3. СРАВНЕНИЕ
СО СФЕРИЧЕСКОЙ ЛИНЗОЙ

Аналогичные формулы можно вывести и для
сферической линзы. Из уравнения сечения:

2 2( )h r R r   (34)

получаем

Рис. 6. Распределение интенсивности (33)
в зависимости от расстояния от оптического

элемента при  0,1a   и 1,5n   для  2, 2 
(пунктирная линия),  2,5   (точечная линия),

 3  (сплошная линия),

 5   (штрихпунктирная линия)

 (а)  (б)  (в)
Рис. 7. Распределение интенсивности (33) в зависимости от расстояния от оптического элемента

при  0,1a   и  1,5n   для 1, 2   (а), 1,5   (б), 1,9  (в)
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 sin i
r
R

  ,  sin t
nr
R

  .

Из условия, что синус угла преломления дол-
жен быть не больше единицы, находим предель-
ные значения размеров линзы:

lim
Rr r
n

  ,                          (35)

lim 2

1( ) 1h r h R
n

   . (36)

По аналогии с выводом формулы (12) полу-
чаем координаты пересечения лучей с оптичес-
кой осью (фокальной точки):

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
( ) R r R n r nrz r R r

n R r R n r
     
  

. (37)

Крайние значения:

 (0)
1
Rz R
n

 
 ,  lim 2 1

nRz r
n




определяют глубину фокуса:

2

1 1
1 1

z nR
n n

 
     

.                  (38)

В параксиальном приближении выражение
(37) упрощается:

 
2 2

( )
1 2 1
R n rz r R
n R n

  
  . (39)

В параксиальной области можно произвести
сравнение сферической линзы с параболической
линзой. Если учесть, что в вершине параболы
радиус кривизны  1 2R a , то формулу (15)
можно переписать в виде

 2

0

1
( )

1 2
r nRz r z

n R


  


. (40)

Сравнивая (39) и (40), можно заметить, что
фокус параболической линзы при любом пока-
зателе преломления отклоняется от своего пара-
ксиального значения меньше чем фокус сфери-

ческой линзы, так как 
2

1
1

nn
n

 


.

4. ЭЛЛИПТИЧЕСКАЯ ЛИНЗА

По аналогии со сферической линзой рассмот-
рим осесимметричную линзу, профиль которой
описывается уравнением эллипса (рис. 9):

2 2

2 2
1 2

1h r
R R

  ,                             (41)

2 2
1 2( ) 1 /h r R r R  ,                       (42)

2 2
2 1( ) 1 /r h R h R  .                       (43)

Рис. 9. Геометрия эллиптической линзы

Вычисляя так же, как при выводе формул (3)
и (4), получим

2 2
11 1

2 2
2 2 2

tg i
R hR R r

R h R R r


    
 ,  (44)

 
1

4 2 2 2
2 1 2

sin sin ,

sin .

t i

i

n
R r

R R R r

  

 
 

 (45)

Синус угла преломления должен быть не
больше единицы. Отсюда находим предельные
значения размеров линзы:

2
2

lim 2 2 2
1 2( 1)

Rr r
n R R

 
  ,             (46)

2 2
1

lim 2 2 2
1 2

1
( 1)
R nh h
n R R

 
  .            (47)

Если радиус линзы превысит limr , то пери-
ферийные лучи будут претерпевать внутреннее
отражение.

Аналогично выводу формул (6)-(8), получим
точное значение фокуса

4 2 2 2 2 2 2 2 22
2 1 2 2 2 1

1 2 2 2 4 2 2 2 2
2 1 2 2 2 1 2

(1 )1( ) 1
(1 )

R n R R r R R r nR rrz r R
R R nR R r R n R R r

           
      

.

(48)
Крайние значения:

Рис. 8. Распределение интенсивности (33)
в зависимости от расстояния от оптического
элемента при  0,1a   и  1,5n   для 0,4 

(пунктирная линия),  0,5  (точечная линия),
 0,6  (сплошная линия)
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Параксиальное приближение:
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 (50)

Эллиптическая линза близка к обобщённой
параболической при 1   за исключением об-
ласти центральной части, т.к. на оптической оси
у эллиптической линзы есть принципиальное
отличие (за исключением 2  ) – её радиус
кривизны есть конечное число, не равное нулю.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе геометрооптического анализа обоб-
щённой рефракционной линзы (форма поверхно-
сти которой описывается в виде степенной функ-
ции от радиуса) получены выражения для:

– предельных значений радиусов, соответ-
ствующих полному внутреннему отражению;

– расстояний от вершины линзы до точки
пересечения оптической оси лучами, проходя-
щими через область оптического элемента с за-
данным радиусом;

– распределения интенсивности на оптичес-
кой оси.

Анализ полученных выражений позволяет
сделать следующие выводы в соответствии с па-
раметром степени  :

– при 2   (параболическая линза второй и
выше степени) лучи, проходящие через цент-
ральную часть линзы фокусируется на более
дальнем расстоянии от элемента, чем перифе-
рийные. С ростом g периферийные лучи пересе-
кают оптическую ось ближе к плоскости опти-
ческого элемента, а центральные лучи распрост-
раняются практически параллельно оптической
оси. Причём с ростом g центральная часть опти-
ческого элемента становится всё более плоской
и большее число лучей уходят в бесконечность.

– при 1 2    (промежуточный элемент
между аксиконом и параболической линзой)
лучи, проходящие через центральную часть лин-
зы фокусируется непосредственно в вершине
линзы. Периферийные лучи фокусируются бли-
же к поверхности элемента, чем “средние” лучи.
Заметим также, что средняя часть такой линзы

работает без аберраций, т.е. также как централь-
ная часть параболической линзы. При этом сред-
няя часть оптического элемента принимает уча-
стие в формировании наиболее интенсивной
точки фокуса.

– при 0 1    (элемент имеет вогнутый
профиль) центральная часть оптического эле-
мента не пропускает лучи из-за полного внутрен-
него отражения. При уменьшении параметра g
периферийные лучи будут пересекать оптичес-
кую ось на всё большем удалении от оптическо-
го элемента.

Также проведено сравнение полученных вы-
ражений с рефракционной сферической линзой
и линзой, профиль которой описывается урав-
нением эллипса.

Сравнение со сферической линзой позволя-
ет сделать вывод о том, что фокус параболичес-
кой линзы при любом показателе преломления
отклоняется от своего параксиального значения
меньше, чем фокус сферической линзы.

Эллиптическая линза, хотя и близка к обоб-
щённой параболической при 1  , но имеет
принципиальное отличие в центральной части,
её радиус кривизны есть конечное число, не рав-
ное нулю.
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