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С развитием вычислительной техники, сис�
темы математического моделирования становят�
ся все более важным инструментом решения
многих задач, направленных на повышение
уровня безопасности и экономичности эксплуа�
тации транспортных средств. Разработка мате�
матической модели достаточно высокой степе�
ни адекватности поведению реального объекта
для решения широкого круга обучающих и экс�
плуатационных задач, является непременным
условием решения таких вопросов.

Настоящая публикация посвящена проясне�
нию физического смысла математической моде�
ли движения твердого тела, с целью приложе�
ния к задачам моделирования движения любо�
го транспортного средства в проекциях на
произвольную систему координат.

ВЕКТОРНЫЕ  УРАВНЕНИЯ

При традиционном математическом модели�
ровании движения некоторого объекта обычно
предполагается, что составляющая его система
материальных точек представляет собой твердое
тело (недеформируемая конструкция). Посколь�
ку расстояния между любыми точками твердо�
го тела сохраняются неизменными, то движение
такой системы материальных точек, сводится к
сумме двух движений:. перемещение центра масс твердого тела (на
вектор r). вращение точек тела вокруг центра масс
(вокруг вектора угловой ориентации ϕ)
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Из теоретической механики известно, что в
инерциальной (неускоренной) системе отсчета,
которая находится или в состоянии покоя, или
движется равномерно и прямолинейно, уравне�
ния движения твердого тела в векторной форме
принимают наиболее простой вид [1].

Уравнение движение центра масс под дей�
ствием суммарного вектора внешних сил F :

Fp
=

dt
d

. ( 1 )

Здесь для системы из k  материальных точек
с массами m

k
 и скоростями V

k
 на расстоянии r

k

от начала системы отсчета:

∑= kFF – суммарный вектор внешних сил

∑ ⋅= kkm Vp – вектор количества движе�

ния системы точек (тела).
Исходя из понятия центра масс [1], опреде�

ляемого как ∑∑ ⋅= kkk mm rr , последнее

выражение можно записать в другом виде:

Vrp ⋅=⋅= ∑ mm
dt
d

k )( , ( 2 )

где m – общая масса системы материальных точек;
r – радиус–вектор от начала системы отсче�

та до центра масс;
V – вектор абсолютной скорости центра

масс.. Уравнение вращения вокруг центра масс под
воздействием суммарного момента M можно фор�
мально получить из (1), используя понятие век�
торного произведения (на радиус–вектор  Dr

k
 сле�

ва , проведенного от центра масс к точке k)

ML
=

dt
d

, ( 3 )
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где ∑ ×Δ= kk FrM – вектор суммарного мо�

мента от внешних сил;

∑ ×Δ= kkk m VrL – вектор момента коли�

чества движения тела;
Заменяя в последнем выражении суммиро�

вание точек интегрированием по всему объему
m твердого тела, можно еще записать:

∫ ⋅×=
m

mm dmVrL , ( 4 )

где r
m
 – вектор, проведенный от центра масс к к

элементу массы (объема) dm;
V

m
 – вектор скорости элемента массы (объе�

ма) dm.
На практике чаще используются уравнения

движения, записанные в проекционной системе
координат, которая уже не является инерциаль�
ной. При рассмотрении нескольких систем ко�
ординат возникает понятие сложного движения
— когда твердое тело движется относительно
какой�либо системы координат (СК), которая,
в свою очередь, движется относительно другой
системы отсчёта. Обычно выбирают одну из СК
за “абсолютную”,  другую называют “подвиж�
ной” и вводят следующие термины:. абсолютное движение точки/тела в инер�
циальной СК.. переносное движение подвижной СК отно�
сительно инерциальной.. относительное движение точки/тела отно�
сительно подвижной СК.

Если подвижную проекционную СК закре�
пить на твердом теле, то движение точек тела
относительно такой СК будет отсутствовать и
останется только переносное движение. Тогда,
при наличии вращения тела, такая СК станет
поворачиваться вместе с телом относительно
положения векторов p и L, приложенных к цен�
тру масс. Или иначе можно считать, что векто�
ры p и L поворачиваются относительно СК в
обратную сторону. В результате скорости дви�
жения концов этих векторов изменятся на ве�
личину скорости добавочного вращательного
движения (подвижной СК). Отсюда следует, что
векторные уравнения (1) и (3) в такой СК при�
мут следующий вид  [1] :

FVωV
=×+⋅ )(

dt
dm ; ( 5 )

MLωL =×+
dt
d

, ( 6 )

где ω – вектор скорости вращения системы ма�
териальных точек (твердого тела)

Для однозначного определения положения
твердого тела, систему динамических уравнений

(5), (6) необходимо замкнуть кинематическими
уравнениями, связывающими векторы движе�
ния V и ω этого тела (или подвижной СК) с век�
торами r и j его положения относительно инер�
циальной СК:

Vr
=

dt
d

; ( 7 )

ωφ
=

dt
d

. ( 8 )

СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

Системы координат, связанные с поверхно�
стью Земли и c воздушным судном (ВС), регла�
ментируются ГОСТ 20058�80  [2]. В соответ�
ствии с принятыми в нем определениями и обо�
значениями, основные из этих СК могут быть
представлены в виде следующей схемы:

Нормальная земная система координат – Оo
Xg Yg Zg является неподвижной СК, начало ко�
торой Оo располагается на поверхности Земли,
ось Yg направлена вертикально вверх (против
местного направления силы тяжести), а направ�
ления осей Xg и Zg выбираются в соответствии
с постановкой задачи.

Остальные четыре системы координат явля�
ются подвижными, начало которых помещается
в центр масс ВС:

Нормальная система координат О Xg Yg Zg.
Направления осей Xg Yg Zg выбираются па�

раллельно соответствующим осям нормальной
земной СК.

Связанная система координат O X Y Z.
Ось X направлена к носовой, а ось Y – к вер�

хней части ВС в плоскости его симметрии. Пер�
пендикулярная к ним ось Z направлена в сторо�
ну правой части ВС.

Скоростная система координат O Xa Ya Za.
Продольная ось Xa совпадает с направлени�

ем вектора воздушной скорости V, ось Ya  лежит
в плоскости симметрии ВС, а ось Za  направлена
в сторону правой части ВС.

Траекторная система координат O Xк Yк Zк.
Продольная ось Xк совпадает с направлени�

ем вектора земной скорости V
к
 (скорость отно�

сительно земли), а ось Yк расположена в верти�
кальной плоскости.

Положение этих СК относительно друг дру�
га, используя термины и обозначения ГОСТ
20058�80, можно  характеризовать следующими
параметрами (используя интерпретацию):

L – удаление центра масс ВС вдоль земной
поверхности (по оси Oo Xg)

H – высота центра масс ВС над земной по�
верхностью (по оси Oo Yg)
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Z – боковое отклонение центра масс ВС (по
оси Oo Zg)

ψ  – угол рыскания  (соответствует поворо�
ту связанной СК вокруг оси OY, первоначально
совмещенной  с осью Og Yg нормальной СК)

ϑ  – угол тангажа (соответствует поворо�
ту  вокруг оси O Z, повернутой на угол ψ ).

γ  – угол крена  (соответствует повороту
вокруг оси O X, повернутой на углы ψ  и ϑ ).

Ψ  – угол пути (соответствует повороту
траекторной СК вокруг оси Og Yg).

Θ  – угол наклона траектории (поворот вок�
руг  оси O Zк, повернутой  на угол ψ ).

α  – угол атаки (поворот скоростной СК
вокруг оси O Za (совмещенной с осью O Z)).

β  – угол скольжения (поворот  вокруг оси
O Ya,  повернутой на угол α ).

В качестве инерциальной системы отсчета
обычно выбирается система координат связан�
ная с поверхностью Земли, оси которой фикси�
рованы относительно этой поверхности, напри�
мер, нормальная земная СК. Такая система от�
счета участвует в суточном вращении Земли
вокруг своей оси и в годовом вращении вокруг
Солнца. Однако порядок перегрузок, обуслов�
ленных влиянием этих вращений, весьма мал,
даже для гиперзвукового ВС.

В качестве проекционной (уже неинерциаль�
ной), традиционно выбирается связанная СК (O
X Y Z), неподвижно фиксированная относитель�
но движущегося тела. В этом случае отсутству�
ет движение точек тела относительно такой СК,
а инерциальные характеристики ВС не зависят
от его положения  (если не учитывать влияние
расходования топлива).

Проекциями векторных компонентов урав�
нений (5), (6), (7), (8) на оси указанных СК яв�
ляются следующие 12 переменных, регламенти�
рованные стандартом  ГОСТ 20058�80:

VVV zkykxk ,,  – проекции вектора V
k
 земной

скорости ВС на оси связанной СК;
ωωω zyx ,,  – проекции вектора w скорос�

ти вращения ВС на оси связанной СК;
ZHL ,,   – проекции вектора r положе�

ния ВС на оси нормальной земной СК;
γϑψ ,, – проекции вектора j угловой ориен�

тации ВС на промежуточные оси                         (ко�
торые не все попарно ортогональны между собой).

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КООРДИНАТ

Можно показать, что при переходе к друго�
му базису – новые значения координат вектора
выражаются через старые путем их линейного
преобразования (отображения). Наиболее при�
способленным средством для линейных опера�
ций с векторами, является аппарат матричного
исчисления. Из немногочисленных операций с
матрицами наиболее важной является операция
умножения матриц.

При выводе рабочих формул линейных пре�
образований координат [5] необходимо отметить
следующие  5 особенностей матричных операций:

1. В трехмерном пространстве три коорди�
наты (компоненты) x, y, z вектора могут быть
представлены в виде матрицы�строки или мат�
рицы�столбца. Линейное преобразование  мат�
рицы�столбца соответствует умножению его
справа на матрицу этого преобразования. Таким
образом, матрица каждого последующего преоб�
разования становится левым сомножителем. В
случае матрицы�строки производится ее умно�
жение слева уже на транспонированную матри�
цу преобразования, являющуюся теперь правым
сомножителем.

2. Неважно, в какой очередности выполня�
ется произведение матриц, однако важен их по�
рядок в этом произведении. В общем случае про�
изведение А×В не равно В× А, вследствие чего
важно четко соблюдать последовательность вы�
полнения поворотов.

Например, определению скалярного произве�
дения двух векторов a и b будет соответствовать
умножение матрицы�строки на матрицу�столбец:
Если же представить произведение этих векторов
как матрица�столбец на матрицу�строку, то со�
гласно правилу умножения матриц получится
уже не скаляр (свертка), а матрица  3 ×  3:

Рис. 1. Основные системы координат в ГОСТ 20058�80 и связи между ними
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3. Каждый поворот объекта (матрицы�
столбца) представляется матрицей, в которой
элемент на главной диагонали, соответствую�
щий оси вращения, равен 1, а элементы прохо�
дящих через него строки и столбца равны нулю.
Четыре оставшихся элемента это синусы и ко�
синусы соответствующего угла поворота. В час�
тности, поворотам матрицы�столбца вокруг осей
x, y, z прямоугольной системы координат на по�
ложительные углы α , β , γ  будут соответство�
вать следующие три матрицы:

Rx(α ) = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

)cos()sin(0
)sin(-)cos(0

001

αα
αα  ;

Ry(β ) =  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

)cos(0)sin(-
010
)sin(0)cos(

ββ

ββ
;

Rz(γ ) = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
0)cos()sin(
0)sin(-)cos(

γγ
γγ

.

4. Перемещение или поворот рассматрива�
емой системы координат относительно непод�
вижного объекта эквивалентен переносу или
повороту объекта относительно неподвижной
системы координат в обратную сторону.

5. Желательно также выразить векторное
произведение двух векторов, например a и b,
через произведение матриц. Такую матрицу не�
сложно подобрать, исходя из координатного оп�
ределения векторного произведения:

ba×  = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−⋅
⋅−⋅
⋅−⋅

xyyx

zxxz

yzzy

baba
baba
baba

 =

= 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0
0

0

xy

xz

yz

aa
aa
aa

 • 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

z

y

x

b
b
b

. (9)

МАТРИЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Теперь можно приступать к проецированию
векторных уравнений (5) – (8) на оси связан�
ной системы координат. С учетом (9), левая
часть уравнения поступательного движения
центра масс (5) приводится к следующему мат�
ричному виду:

⎪
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⎪
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⎫
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⎨
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⎟
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⎝
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−
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−
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=×+⋅

zk

yk

xk

zk

yk

xk

V
V
V

tddV
tddV
tddV

m
dt
dm

xy

xz

yz

k
k

0
0

0
)(

ωω
ωω
ωω

VωV
.

В уравнении вращения вокруг центра масс (6)
появляется возможность избежать интегрально�
го представления (4) момента количества движе�
ния L, используя фиксацию положения связан�
ной СК относительно движущегося тела. Точки
тела будут совершать относительно центра масс
только вращательное движение, в результате чего

mm rωVV ×+= .  Тогда уравнение (4) относи�
тельно движущейся с телом связанной СК, в ко�
торой V = 0, примет следующий вид:

 ∫ ⋅××=
m

mm dm)( rωrL .

Для выражения, представляющего собой
двойное векторное произведение можно запи�
сать (опуская для краткости индекс m в коорди�
натах вектора r

m
):
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Отсюда вытекает другое определение [1]
момента количества движения L:

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=⋅=

z

y

x

zyzxz

zyyxy

zxyxx

III
III
III

ω
ω
ω

ωIL
. (10)

Тензор инерции I, включающий в себя осе�
вые (I

i
) и центробежные (I

ij
) моменты инерции
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представляется в прямоугольной СК симмет�
ричной матрицей, в которой I

ij
 = I

ji
.    Для сим�

метричных относительно вертикальной плоско�
сти тел дополнительно обнуляются I

xz
 = I

zx
 = I

yz
 =

= I
zy 

= 0, так как для всякой материальной точки
с некоторыми значениями x

i
 y

i
 z

i
 найдется сим�

метрично расположенная такая же масса с теми
же значениями x

i
 и y

i
, но с противоположным

значением z
i
.  Таким образом :
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Окончательно левая часть уравнения враща�
тельного движения вокруг центра масс (6)    с
учетом (10), (11) приводится к следующему мат�
ричному виду:
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Остаются кинематические уравнения (7),
(8), в которых фигурируют производные от век�
торов r и j,  координаты которых заданы не в
связанной СК.  Их требуется отобразить на оси
связанной СК, то есть выразить новые значения
этих координат через их прежние значения.

Пусть векторная величина определена в нор�
мальной СК, например, векторная производная

{ }dtdZdtdHdtdLdtd ,,=r . Чтобы полу�
чить ее координаты в связанной СК, нужно со�
вместить некоторую систему координат наблю�
дателя с нормальной СК и, поворачивая СК на�
блюдателя последовательно на углы γϑψ ,,
вокруг промежуточных положений ее осей, со�
вместить с осями связанной СК. Это будет эк�
вивалентно поворотам объекта (вектора dtdr )
относительно первоначального положения СК
наблюдателя в обратные стороны, на углы

γϑψ −−− ,, .  Тогда общая матрица (R
gb

) преоб�
разования прежних координат этого вектора–
столбца, заданных в нормальной СК, в новые в
связанной СК, определится следующим произ�
ведением матриц [3]:
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Для производной от вектора угловой ориен�
тации dtdφ  справедливы следующие рассуж�
дения [3]: СК наблюдателя поворачивается на
углы γϑψ ,,  вокруг промежуточных положений
ее осей до совмещения с осями связанной СК.
Вектор мгновенной скорости первого поворота
ψ&  будет направлен по оси Y СК наблюдателя.
Вектор скорости второго поворота ϑ&  направлен
по оси Z (повернутой на угол y), плюс вектор
скорости первого будет повернут еще на угол
ϑ−  относительно нового положения СК наблю�

дателя. После третьего поворота на угол γ  век�
тор его скорости γ&  будет направлен по оси X,
уже совмещенной с осью X связанной СК, а век�
торы скорости предыдущих поворотов дополни�
тельно повернуты на угол γ−  относительно
окончательного положения СК наблюдателя.
Суммарное преобразование в матричной форме
примет следующий вид:
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Внешние силы F и моменты M, составляю�
щие правые части уравнений (5) и (6), должны
включать в себя как минимум силу тяжести G,
силы и моменты от двигателей – P и M

P
, а также

от аэродинамического воздействия – R
A
 и M.

Чтобы не загромождать выкладки, желательно
на данном этапе выделить силу тяжести, задан�
ную в нормальной СК G = {0, –mg, 0}, а осталь�
ные внешние силы и моменты представить в об�
щем виде, обозначив их в соответствии с ГОСТ
20058�80  как R = P + R

A 
  и  M

R
 = M

P
 + M.

В результате приведения векторных уравне�
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ний (5) – (8) к проекционной (связанной) СК, с
использованием полученных выше соотноше�
ний, получается следующая система дифферен�
циальных уравнений  в матричной форме [3]:

Уравнения поступательного движения цен�
тра масс

–  динамические
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–  кинематические
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Уравнения вращения вокруг центра масс
–  динамические
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–  кинематические
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ТРАНСФОРМИРОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ

Интегрирование полученной системы диф�
ференциальных уравнений численными метода�
ми (вычисление зависимостей по времени ука�
занных 12 переменных), накладывает дополни�
тельное условие разрешимости относительно
входящих в них производных. То есть, вычисли�
тельные методы ориентированы на определен�
ный вид уравнений, в котором левая часть каж�
дого уравнения состоит только одной из 12 про�
изводных. Это приводит к необходимости
избавления от матричных сомножителей при
вектор–столбцах производных, путем умноже�
ния их на обратную матрицу. Обратной для мат�
рицы A называется квадратная матрица A�1, об�
ладающая свойством:

A�1 . A = E ,

где E = 
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100
010
001

 – единичная матрица

В уравнениях поступательного движения,
для упрощения получения обратных матриц
можно воспользоваться свойством ортогональ�
ности входящих в них матриц [5]. Квадратная
матрица U называется ортогональной, если ее
столбцы являются попарно ортогональными
векторами единичной длины. Отсюда следует,
что для ортогональной матрицы U должно вы�
полняться равенство:

UT.U = E
то есть, обратная матрица U�1 совпадает с транс�
понированной UT.

Следует напомнить, что транспонирование
сумм и произведений матриц A и B подчиняет�
ся следующим законам  [5]:

(A + B)T = AT + BT ;
(A·B)T = BT·AT.

В уравнениях вращательного движения ор�
тогональные матрицы в общем случае отсутству�
ют, поэтому обратные матрицы приходится по�
лучать более громоздким путем составления и
решения систем линейных уравнений (напри�
мер, для девяти элементов матрицы размера 3х3
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требуется составить 9 уравнений). В результате
их аналитического решения получаются следу�
ющие обратные матрицы при векторных произ�
водных dtdω  и dtdϕ  [4]:
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Проделав указанные выкладки, исходные
матричные уравнения можно привести     к нуж�
ному виду, в котором в левых частях будут на�
ходиться только входящие в эти уравнения мат�
рицы–столбцы производных  [4]:

Уравнения поступательного движения цен�
тра масс

–  динамические
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–  кинематические
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Уравнения вращения вокруг центра масс
–  динамические
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–  кинематические
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ВЫВОДЫ
В работе проведено подробное исследование

векторных уравнений движения механической
системы в инерциальной и неинерциальной си�
стемах отсчета.

Систематизированы разрозненные сведения о
пяти из регламентированных в ГОСТ 20058�80 си�
стемах координат, на которые преимущественно
проецируются векторные компоненты уравнений
движения ВС.  Выявлены  параметры, определяю�
щие их положение относительно друг друга.

Подробно рассмотрен процесс проецирова�
ния полученных векторных уравнений на    оси
связанной системы координат с привлечением
аппарата матричного исчисления.

Получены дифференциальные уравнения
математической модели полета в компактном
матричном виде, преобразованные к виду, раз�
решенному относительно ее производных .

Нужно отметить, что полученная система
уравнений (12) – (15) имеет инвариантный вид,
пригодный для описания баллистики движения
любого твердого тела (транспортного средства)
в проекциях на связанную систему координат.
Различия между ними будут определяться толь�
ко их массами, моментами инерции и действую�
щими на них внешними силами и моментами.

Представления сил и моментов динамичес�
ких уравнений (их сложность и полнота), вклю�
чающих в себя как минимум силы и моменты от
двигателя и аэродинамического воздействия,
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зависят от характера решаемой задачи и могут
дополняться:. уравнениями, задающими управляющие
воздействия. уравнениями, моделирующими динамику
двигателей. уравнениями, описывающими состояние
внешней среды. уравнениями, воспроизводящими взаимо�
действие колес шасси с ВПП  и др.

Построение адекватной модели сил и момен�
тов – чрезвычайно трудная задача с изначально
заложенной неопределенностью и заслуживает
отдельной публикации.
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