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К настоящему времени разработано множе�
ство моделей изображений в виде случайных по�
лей (СП), определённых на плоскости или в про�
странстве большей размерности. Однако в неко�
торых практически важных задачах изображения
могут быть заданы на поверхностях другого вида,
например, сферическое изображение поверхнос�
ти, рельеф, гравитационное поле планеты, цилин�
дрическое изображение вала вращения и т.д.. По�
этому представляют интерес модели СП, заданных
на поверхностях. В данной статье предложен ряд
моделей СП, заданных на поверхностях.

МОДЕЛИ В ВИДЕ РАЗЛОЖЕНИЙ

В многочисленных работах, связанных с ис�
следованием различных полей Земли, Луны и
других планет (рельеф, гравитация и т.д.) ши�
роко используются их модели в виде разложе�
ний по функциям, заданным на сфере:

),(),( λθϕαλθ ∑=
i

iix , (1)

где λθ ,  – географические координаты на сфере
и iα  � коэффициенты разложения. В качестве

),( λθϕi  используются сферические, двумер�
ные тригонометрические, выборочные и другие
функции.

Используя представление (1) со случайны�
ми коэффициентами, можно получить множе�
ство моделей СП, заданных на сфере [1].

Аналогичный приём можно использовать и
для моделирования СП на других поверхностях.

АВТОРЕГРЕССИОННАЕ
СПИРАЛЕВИДНЫЕ МОДЕЛИ

Изображение на цилиндре. Рассмотрим ци�

линдрическое изображение, например, изобра�
жение вала вращения. Если его разрезать вдоль
и развернуть, то оно превращается в прямоуголь�
ное. На исходном цилиндрическом изображении
точки вдоль линии разреза были рядом, поэто�
му отсчеты в них высоко коррелированы. А на
разрезанном изображении эти точки находятся
на противоположных краях, поэтому концы
строк высоко коррелированы с их началами. Но
такие изображения не описываются традицион�
ными моделями на прямоугольниках, так как у
этих моделей корреляционные связи ослабляют�
ся с ростом расстояния между отсчетами, поэто�
му точки изображения на концах строк не име�
ют требуемой высокой корреляции, например,
в случае модели Хабиби [3] (рис. 1, а и б).

В [1] предложена следующая модель ци�
линдрических изображений. Рассмотрим спирале�
видную сетку на цилиндре, показанную на рис. 2.
Строки этой сетки представляют собой витки
спирали (винтовой линии). Для описания изоб�
ражения, заданного на этой сетке, применим ана�
лог авторегрессионной модели Хабиби:

lklklklklk xrxrxx ,1,1,11,,      ξβρρ +−+= −−−− , (2)

где k  – номер витка спирали и l  – номер узла в

витке. При этом 1,0 −= Tl ; Tlklk xx −+= ,1,
при Tl ≥ ; T  – период, то есть количество то�
чек в одном витке.

На рис. 3,а показана развёртка реализация
изображения, полученного с помощью модели
(2). Видно, что значения на концах строк силь�
но коррелированы (рис. 3,б), как это и должно
быть на цилиндрическом изображении.

Изображение на сфере.  Аналогично спи�
ралевидной модели СП на цилиндре можно по�
строить авторегрессионные модели и на других
поверхностях. Рассмотрим случай сферы. Сна�
чала нужно на сфере задать некоторую спираль
с точками на ней. Возьмём на сфере радиуса R
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аналог спирали Архимеда ktπθ 2= ,  где
];0[ πθ ∈  – полярный угол; ]2/1;0[ kt π∉  –

параметр (рис. 4); kπ2  – угловое расстояние
между соседними витками спирали; kRπ2 –
межвитковое расстояние. На этой спирали
возьмём точки на расстоянии kRπ2  друг от дру�
га, начиная с “Северного полюса”, то есть с 0=t ,
что даёт примерно равномерную сетку отсчётов
на сфере.

Далее становится возможным применение
авторегрессионной модели, например, вида (2),
когда значение в очередной точке спирали за�
висит от предыдущей точки и от точек на пре�
дыдущем витке. Однако коэффициенты этой
модели уже не будут постоянными из�за изме�

  
     а      б 

Рис. 1. Изображение, имитированное моделью Хабиби (а), его первые столбцы (б);

Рис 3. Изображение, имитированное спиральной моделью (а), его первые столбцы (б).

Рис. 2. Спиралевидная сетка на цилиндре.

 
     а     б 
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няющейся геометрии расположения точек при
движении по спирали. Это значительно услож�
няет модель.

К сожалению, на сфере нельзя задать сетки
отсчётов с равномерной плотностью, как это
можно было сделать на цилиндре. Поэтому и
авторегрессионные модели на сфере получают�
ся сложными для анализа, синтеза и техничес�
кой реализации.

Чтобы упростить модель, возьмём на сфере
вспомогательную спираль с тем же количеством
витков, но с большим одинаковым количеством
точек на всех витках. Тогда сетку отсчётов мож�
но считать приблизительно прямоугольной, а
коэффициенты авторегрессионной модели
можно выбирать постоянными в пределах од�
ного витка (в зависимости от длины этого вит�
ка). А именно, меняться будет только корреля�
ция СП вдоль витка (чем длиннее виток, тем
меньше корреляция между соседними точка�
ми). Значения изображения в заданной систе�
ме точек на поверхности определяются интер�
поляцией из построенной вспомогательной
спирали. Полученная приближённая модель
оказывается значительно проще и даёт изобра�
жения, близкие по своим характеристикам к
требуемым. На рис. 4 показан пример имитации
изображения на сфере с помощью спиралевид�
ной модели, аналогичной (3). Естественно, что
полученное изображение вблизи экватора по�
хоже по структуре на изображения, генерируе�
мые моделью Хабиби – сильная корреляция по
меридианам и параллелям. На полюсах мери�
дианы сходятся, поэтому там радиально�коль�
цевая структура изображения.

Изображение на других поверхностях.
Аналогичным образом возможно построение

спиралевидных моделей СП на других поверх�
ностях, особенно на поверхностях вращения.

НЕКАУЗАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ

 Наряду с авторегрессионными (каузальны�
ми) моделями СП на плоских и пространствен�
ных прямоугольных сетках существует ряд не�
каузальных моделей. Например, гиббсовские
поля [2], когда значение СП в точке зависит от
ближайших соседей, не предшествующих этой
точке в порядке некоторой развёртки. Стохас�
тические уравнения таких СП имеют вид

)},),(({)( ppGuuxfpx ξ∈= , (3)

где )( px  – значение СП в точке p ; pG  – мно�
жество ближайших соседей; pξ  – случайное воз�
мущение. В линейных моделях (3) имеет вид

ppGuuxApx ξ+∈⋅= )),(()( , (4)

где А – матрица; )),(( pGuux ∈  – вектор из от�
счётов СП по множеству ближайших соседей

pG ; pξ  – случайное возмущение. При имитации
СП по этой модели сначала разыгрываются воз�
мущения pξ , затем решается система линейных
уравнений (4).

Если все собственные значения матрицы А
по модулю меньше единицы, то возможна реа�
лизация модели (4) прогонкой, начиная, напри�
мер, с тождественно нулевого приближения. Та�
кой случай имеет место, например, когда (4)
представляет собой усреднение по ближайшим
отсчётам с суммой модулей коэффициентов
меньше единицы.

Рис. 4. Спиралевидная сетка на сфере и имитированное изображение
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МОДЕЛИ СП НА ПОВЕРХНОСТИ В ВИДЕ
ОТСЧЁТОВ ПРОСТРАНСТВЕННОГО СП

Построение моделей СП непосредственно на
поверхностях (за исключением цилиндра) слож�
ны в анализе, синтезе и реализации. Поэтому
приходится находить другие методы задания СП
на поверхностях. Представляется перспектив�
ным следующий подход.

Пусть задана произвольная поверхность S.
Для задания СП на ней можно применить про�
стой приём: взять некоторое СП в пространстве
Р, содержащем S, и принять за отсчёты СП в точ�
ках поверхности значения пространственного
СП в этих точках.

При этом можно использовать любую модель
СП в пространстве. Однако следует учесть, что
необходимо получать отсчёты изображения
именно в точках поверхности.

МОДЕЛИ, ОСНОВАННЫЕ
НА АВТОРЕГРЕССИОННЫХ
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ СП

Применим пространственное авторегресси�
онное СП, например, авторегрессионную мо�
дель, определённую на прямоугольной сетке Р.
Но тогда понадобится процедура аппроксима�
ции значений СП в точки поверхности. Ещё одно
неудобство состоит в том, что авторегрессион�
ная модель требует последовательного вычисле�
ния значений СП во всех точках сетки, поэтому
при имитации СП на поверхности будет вычис�
лено и не использовано большое количество зна�
чений пространственного СП. Кроме того, син�

тез авторегрессионных моделей с заданной КФ
очень сложен, что препятствует построению
изображений на поверхностях с заданной КФ.

На рис. 5,а показано изображение на сфе�
ре, полученное из трёхмерного авторегресси�
оного СП с множительной корреляцией вида
модели Хабиби [3]. На нём проглядываются
круги, параллельные трём координатным
плоскостям. Это объясняется тем, что при пе�
реходе с одного сечения сферы на другое КФ
быстро убывает, поэтому СП в пределах одно�
го параллельного сечения более коррелирова�
но, чем на соседних сечениях, что и приводит
к впечатлению, что изображение является на�
ложением кругов. В плоском случае, как мы
видели раньше, модель Хабиби похожа на
клетчатую ткань, то есть образована пересече�
нием системы прямолинейных отрезков.

На рис. 5,б показан пример изображения на
сфере, когда СП в пространстве состоит из сло�
ёв, имитированных с помощью четырёхточеч�
ной авторегрессионной модели [3], а между
слоями экспоненциальная корреляция. Это
изображение выглядит более однородным по
всей сфере.

МОДЕЛИ, ОСНОВАННЫЕ НА ВОЛНОВЫХ
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ СП

Более удобна для построения изображений
на поверхностях волновая модель  [3,4]. В этой
модели СП является суммой волн (возмуще�
ний), возникающих в случайных точках непре�
рывного трёхмерного пространства. Если взять
гауссоидные волны, то получаем

Рис. 5. Изображения на сфере, полученные из пространственных авторегрессионных  полей:
а – модель Хабиби, б –четырёхточечная модель слоёв

  
 а       в 
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∑ −=
u

uuu Rdcpx )/2exp()( 22ξ , (5)

где суммирование производится по всем случай�
ным центрам волн u; ud  – расстояние от u до p;

uR – случайный коэффициент масштаба волны;

uξ  – стандартная нормальная случайная вели�
чина; c – коэффициент. Для того, чтобы эта мо�
дель порождала СП с заданной КФ, нужно толь�
ко выбрать подходящее распределение вероят�
ностей масштабного коэффициента uR . На рис. 6
показаны примеры изображений на полусфере
и сфере, имитированных с помощью волновой
модели в трёхмерном пространстве.

Отметим, что применение многомерной вол�
новой модели делает возможным представление
и имитацию изображений и на гиперповерхнос�
тях любых размерностей.
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Рис. 6. Изображения на полусфере и сфере, имитированные с помощью волновой модели
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