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Предложен способ построения математической модели заданной характеристики методом наимень%
ших квадратов в виде разложения по заданной системе функций, которые не ортогональны по своей
природе или ввиду нерегулярности системы точек отсчёта. В качестве примера приводится постро%
ение модели рельефа Луны по данным каталога ULCN 2005.
Ключевые слова: моделирование рельефа, метод наименьших квадратов, ортонормирование систе%
мы функций, нерегулярная система отсчётов, двумерный ряд Фурье.

В настоящее время к точности математичес%
кого описания различных характеристик объек%
тов предъявляются повышенные требования.
Например, большое значение имеет разработка
математических моделей по имеющимся измере%
ниям потенциального поля или мегарельефа
Луны и планет земной группы в связи с задачами
их исследования и навигации космических аппа%
ратов. При построении этих моделей возникают
трудности, связанные с большим количеством
точек отсчёта (измерений) и с большим количе%
ством функций, по которым производится разло%
жение. В данной работе предлагается способ пре%
одоления этих технических трудностей.

Пусть даны функции ( ) ( ) ( ){ } Fxfxfxf M =,...,, 21 ,
определённые на множестве точек

{ } Xxxx =,...,, 21 , где X  – множество точек из

любого пространства (прямая, плоскость, сфе%
ра и т.д.). Требуется аппроксимировать заданную
функцию ( )xH  по системе F, то есть получить
приближение

( ) ( )xfxfxH MMαα ++≈ ...)( 11 ,       (1)
оптимальное по методу наименьших квадратов
(МНК).

В практических задачах область определения
X представляет собой набор точек, где имеются
измерения характеристики H(x), например, из%
мерения рельефа планеты космическими аппа%
ратами. Это множество обычно представляет
собой нерегулярный набор точек, в частности,
бессистемный набор точек на сфере при иссле%
довании планет. Ввиду бессистемности множе%

ства X функции из F оказываются неортогональ%
ными, даже если они являются ортогональны%
ми как непрерывные или заданные на некоторой
специальной сетке. Поэтому применение МНК
приводит к решению очень больших систем ли%
нейных уравнений, что далеко не всегда удаётся
выполнить с требуемым качеством. В ряде ра%
бот предлагается введение специальной сетки
отсчётов, на которой функции F являются орто%
нормированными, например, выборочные, сфе%
рические и двумерные тригонометрические фун%
кции. Но тогда приходится интерполировать
измерения характеристики H(x) в точки этой
специальной сетки, что вносит дополнительные
погрешности в модель уже в самом начале.

Для облегчения применения МНК можно
сначала ортонормировать систему функций F ,
то есть получить систему функций

( ) ( ) ( ){ }xxx mϕϕϕ ,...,, 21=Φ  таких, что их ска%
лярное произведение
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При этом возможно, что система F  линейно
зависима, тогда Mm < . Функции Φ  линейно
выражаются через F , то есть Φ  будет ортонор%
мированным базисом линейного пространства
векторов (в данном случае – функций), натяну%
того на F . Процедура Грама%Шмидта решает за%
дачу ортогонализации системы векторов в слу%
чае линейно независимой системы F  [1]:
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определители Грама. При этом, если потребо%
вать, чтобы ( )xkϕ  выражалась через
( ) ( )xfxf k,...,1 , то решение (3%5) является един%

ственным.
Если система функций ( ) ( )xhxh k,...,1  явля%

ется линейно зависимой, то ( ) 0,...,1 =Γ khh .
Поэтому, если 01 ≠Γ −k  и 0=Γk , то в процедуре
(3%5) функцию ( )xfk  следует удалить, так как
она линейно зависима от предыдущих функций
( ) ( ) ( )xfxfxf k 121 ,...,, − . Если при этом ( )xfk

тождественно не равна 0 (а тождественно рав%
ных нулю функций в F  быть не должно), то из
( ) 0=Γ= kkk fy  следует ( ) 0≡xyk , что также
является признаком линейной зависимости
( )xfk  от предыдущих функций.
При большем количестве M  функций в

множестве F  процедура (3%5) становится гро%
моздкой и может давать неточные результаты,
так как требует вычисления определителей вы%
соких порядков. Применим модифицированный
вариант этой процедуры ортонормирования.
Преобразуем процедуру следующим образом.
Будем представлять очередную функцию ( )xkϕ
в виде разложения по ( )xfk  и уже найденным
( ) ( ) ( )xxx k 121 ,...,, −ϕϕϕ :

( ) ( ) ( ) ( )xfxfxz kkk 11 −−= ϕϕ

) ( ) ( ) ( ) ( )xfxf kkkk 1122 ... −−−−− ϕϕϕϕ , (6)
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В силу единственности системы функций Φ
процедуры (3%5) и (6%7) дают одни и те же фун%
кции Φ , а функции ( )xyk  и ( )xzk  могут отли%
чаться только постоянным множителем. Поэто%
му, если 0)( ≡xzk  (или подкоренное выражение
в (7) равно нулю), то ( )xfk  нужно исключить
из рассмотрения.

Отметим, что процедура (6%7) не требует
вычисления определителей больших порядков,
как это имеет место в (3%5). Однако получаемые
функции в (6%7) не выражены в явном виде че%
рез функции F . При необходимости к этому
представлению

kkkkkk fcfcfc +++= ...2211ϕ  (8)
можно вернуться следующим образом. Предста%

вим (6%7) в виде

kkkkk,k-kkk faaaa ++++= −112211 ... ϕϕϕϕ . (9)
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+++= ++++ ...,22,,11, cacacac pppkpppkppkpkp

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−≤≤
=+ ∑

−

=−−

.,

,1,...
1

,11,

kpa

kpicaca
kk

k

pi
ipki

pkkk
(10)

Или в матричном виде:
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Приведём в качестве иллюстрации построе%
ние модели мегарельефа Луны в виде конечно%
го отрезка двумерного ряда Фурье
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(12)
по данным каталога ULCN 2005 [2], содержа%
щего 272931 точек. Из этого каталога выбира%
лось множество S из 7736 опорных точек, при%
близительно равномерно распределённых по
поверхности, и для них описанным способом
строились модели (12) с различными порядка%
ми L. При возрастании порядка модели (12)
СКО её погрешности на множестве S уменьша%
лось до нуля. Однако СКО на всём каталоге до%
стигало минимума 4.78км при L=17, а затем на%
чинало возрастать, так как при повышении по%
рядка в модель вводятся высокочастотные
гармоники, несвойственные рельефу Луны. Это
является обычной ситуацией при построении
моделей: на опорных точках она может быть хо%
рошей, но неудачной в целом. Отметим, что
применение стандартных пакетов программ
(например, АСНИ “СФЕРА” [3], SHTOOLS
[4]) для построения модели непосредственно
методом наименьших квадратов на S оказалось
безуспешным из%за вычислительных погрешно%
стей при решении систем линейных уравнений
высоких порядков.
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