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Неупорядоченность производства и его под�
систем в виде технико�экономического проекти�
рования (САПРТЭП) приводит его математи�
ческую модель вида [1]:

      СtPtPtP Top  ][  (1)

к вероятностному виду

          СtPtPtMPtMPtP TopTop  ][ ,(2)

где  tPop  и  tPT  – компоненты характерис�
тик, значения которых определяются организа�
ционными и технологическими процессами в
САПРТЭП; t – некоторая независимая перемен�
ная;  tMP op  и  tMP T  – компоненты матема�
тического ожидания данного параметра, опреде�
ляемые этими же процессами; С – стоимостные
показатели (или стоимость функции управления
процессами).

В зависимости от выбранной модели, САП�
РТЭП подразделяются на три класса:

1. Производственно�технологические:

     tPtMPtP opTT  ;

2. Организационные:

      tPtMPtP Topop  ;

3. Технико�экономические:

         tPtPtMPtMPtP TopTop  .

При совершенствовании системы любого
класса априори необходимо найти лишь одну из
функций  tMP T  или  tMP op .  Для этого
можно использовать два способа:

априорн ы й ,  когд а  вид  завис им ости
 tMP T  и  tMPop  выбирают, исходя из не�

которых теоретических исследований и анали�
за предполагаемого к созданию объекта, где
еще имеется возможность устранения возму�
щений (ошибок);

апостериорный, когда  tMP T  и  tMP op

определяют экспериментально по результатам
математической или электронной модели на на�
турном образце, когда уже исправить или уст�
ранить ошибки (возмущения) – невозможно. В
любом случае предполагается, что для исследу�
емого объекта

выполняется соотношение

      iTop CtPtMPtMP  ][ .    (3)

Для технико�экономических процессов в
САПРТЭП, не имеющих точного детерминиро�
ванного математического описания, задача по�
строения математической модели процесса (тех�
нико�экономического процесса) сводится в ос�
новном к нахождению функции  tMP T  и реже

 tPT .
Таким образом, для исследования и матема�

тического описания САПРТЭП как промыш�
ленной системы, используем методологию фун�
кционально стоимостной инженерии и рассмот�
рим ряд вопросов, связанных с построением
математических моделей этой системы.
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АНАЛИЗ ЭКОНОМИКО�МАТЕМАТИЧЕСКИХ
МЕТОДОВ ОПИСАНИЯ СИСТЕМ

ПРОЕКТИРОВАНИЯ

Метод планирования эксперимента. Для мно�
гофакторных процессов, математическая модель
которых соответствует зависимости

  ),...,,( 21 nTT tttMPtMP  , статистическую
взаимосвязанность факторов можно определить
методами математического планирования экспе�
римента. Различают три типа эксперимента:

активный – искусственно изменяется ход
технико�экономического процесса с целью по�
лучить его математическую модель;

пассивный – устанавливается связь между
технико�экономическими факторами по резуль�
татам наблюдений за самопроизвольными изме�
нениями технико�экономического процесса;

смешанный (активно�пассивный) – часть уп�
равляемых факторов изменяют по своему жела�
нию, а остальные изменяются самопроизвольно.

При построении математических моделей
технико�экономического процесса в САПРТЭП,
если из теоретических соображений о процессе
нельзя сделать заключение о характере взаимо�
связи между переменными, математическую
модель их взаимосвязанности выбирают априо�
ри. Аналогичной задачей корреляционного и
регрессионного анализа в качестве таких моде�
лей используются полиномы первой и второй
степеней. В частности для двух переменных фак�
торов эти полиномы могут иметь вид
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Нелинейность взаимосвязи технико�эконо�
мических и факторов производства приводит к
тому, что нелинейная модель (4) имеет малую
адекватность для области изменения технико�
экономических и факторов производства, при�
меняется для описания малых областей факто�
ров пространства, в которых нелинейными за�
висимостями можно пренебречь.

Чтобы упростить запись и обработку резуль�
татов, полученных при проведении активного
эксперимента, масштабы переменных выбирают
так, чтобы верхний уровень фактора соответ�
ствовал (+1), нижний (– 1), основной – (0). Для
натуральных непрерывных переменных это тре�
бование нормировки выполняется путем преоб�
разования абсолютных значений технико�эконо�
мических факторов x

i
 в относительные x

j
:

  iiij Ixxx /0  ,

где x
i0

 – основной уровень переменной, относи�
тельно которого ведется ее варьирование; I

i
 –

интервал варьирования.

На практике опытного производства разли�
чают два вида активного эксперимента: полный
факторный и дробный факторный.

При полном факторном эксперименте реали�
зуются все возможные сочетания уровней. Число
опытов N для получения оценки состояния техни�
ко�экономического и производственного процес�
сов в промышленных АСУ при этом равно N = 2k,
где k – число варьируемых переменных.

В частности, для трех переменных необходи�
мо провести восемь опытов по матрице плани�
рования (табл. 1).

Таблица 1. Матрица планирования
для трех переменных (8 опытов)

Номер опыта x1 х2 x3 y 

1 +1 -1 -1 1 

2 -1 +1 -1 2 

3 -1 -1 +1 3 

4 +1 +1 -1 4 

5 +1 -1 +1 5 

6 -1 +1 +1 6 

7 +1 +1 +1 7 

8 -1 -1 -1 8 

Значения y
1
 – y

8
 оптимизируемого технико�

экономического фактора y при активном трехфак�
торном эксперименте соответствуют его значени�
ям в вершинах куба факторного пространства (об�
ласти существования технико�экономического
процесса). По результатам полного факторного
эксперимента находят коэффициенты аппрокси�
мирующего полинома (4)

Nxya
N

i
ijji /

1



 ,                     (5)

где i – номер фактора (i = 0, 1, 2, …).
Фактор x

i
 при i = 0 называется фиктивным

фактором и вводится для удобства вычисления
коэффициента a

0
 , входящего в математическую

модель технико�экономического процесса (4).
При введении фиктивного фактора в математи�
ческую модель технико�экономического процес�
са модель будет иметь следующий вид:

 nxxxxfy ,...,,, 210 .              (6)

При полном факторном эксперименте появ�
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ляется возможность учесть без увеличения чис�
ла опытов взаимодействие технико�экономичес�
ких факторов. В этом случае математическая
модель технико�экономического процесса (6)
примет вид:

2112221100 xxaxaxaxay  .   (7)

Коэффициент a
i
 в выражении (7) вычисля�

ется по формуле (4), а коэффициент a
mi

 :

Nxya
N

i
mim ii

/
1



 ,                 (8)

где m и i – номера факторов (m, i = 1, 2,…, k при
m   i).

Методы вариационного исчисления. Этот ме�
тод применяется в тех случаях, когда ставятся
задачи оптимизации управления по априорным
математическим и электронным моделям, и он
сводится к определению неизвестных функций
y(x), обеспечивающих экстремум определенных
интегралов вида

            dxxxyxyxyxyxyxyFI
x

x
nn

2

1

;',...,',';,...,, 2121 , (9)

где n = 1, 2,…, N.
Известно, что вариация дy функции y(x),

переменного x, есть функция от x, определяемая
при каждом значении x как разность новой фун�
кции V(x) и функции y(x): дy = V(x) – y(x).

Вариация дy, вызывая изменение функцио�
нальных связей между x и y, приводит к измене�
нию функции       xxyxyxyF n ,,...,, 21 .
Приращение F, соответствующее вариациям

n ,...,, 21 , определяется следующим выра�
жением:

 
 xyyyF

xyyyyyyFF
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 (10)

Если функции y(x) и д(x) дифференцируе�
мые, то вариация производной y(x) есть

     xyxVy
dx
d

dx
dy

y '''   . (11)

Необходимым, но недостаточным условием
экстремума функционала:
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где j = n
N
 – 1 ,

является
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для произвольно малой величины дy.
Основная задача оптимальных систем, реша�

емая методами вариационного исчисления [2],

состоит в нахождении такой функции управле�
ния, которая минимизировала бы функционал
(9) при следующих условиях:

1. Закрепленными граничными точками.
2. Подвижными в граничных точках.
3. Минимуме отклонения выходной пере�

менной от заданного значения.
Вариационные задачи при перечисленных

условиях в большинстве случаев решаются чис�
ленными методами дифференциальных уравне�
ний. Тем не менее, ряд практически важных ре�
зультатов можно получить и аналитически.

Задача нахождения минимума функционала
при закрепленных конечных точках

 dtt,'y,yFI
k

0

t

t
  (14)

интерпретируется как нахождение оптимальной
траектории движения объекта, обеспечивающей
минимум отклонения скорости y’ от заданной.

Экстремум функционала I находится из реше�
ния дифференциального уравнения, соответству�
ющего обращению в нуль вариации функционала

   0'///  yFdtddydE .      (15)

Уравнение (15), определяющее оптимальную
траекторию y(t), является дифференциальным
уравнением Эйлера�Лагранжа и может в ряде
случаев решаться аналитически.

Задача нахождения минимума функционала
при подвижных конечных точках (одна или обе
точки перемещаются) обязательно имеет реше�
ние в случаях, если функционал (15) миними�
зируется при неподвижных конечных точках.
Класс функций, удовлетворяющих минимуму
функционала, расширяется, так как положение
конечных точек не фиксировано. Задача нахож�
дения минимума функционала при условии ми�
нимума отклонения выходной переменной от
заданного значения сводится к решению следу�
ющего уравнения:

     0'qFxdxdx'q'Fxq'yq'F xyx  ,(16)

где yxy qqF ',',' – частные производные

xqyF  /,/  и yq  / .
Задачу решают для объектов и систем урав�

нений, которые описываются функцией
   xyqty ,'   при начальных услови�

ях   00 yty  . Оптимальную функцию управ�
ления y(t) находят из уравнения (16) численны�
ми методами. Использовать методы вариацион�
ного исчисления для анализа и оптимизации
технико�экономических процессов управления
не всегда эффективно из�за относительной
сложности учета ограничений, налагаемых на
изменение переменных, а также из�за необходи�
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мости решать автоматизированным способом
(либо на ПЭВМ) двухточечные краевые задачи,
требующие значительных затрат памяти и ма�
шинного времени.

Следует отметить, что для анализа технико�
экономических решений при описании САПР�
ТЭП могут использоваться и другие методы ана�
лиза классической высшей математики  как:
принцип максимума, метод динамического про�
граммирования, градиентные методы и др.

На основании вышеизложенного, анализ тех�
нико�экономических методов описания систем
проектирования процессов организации произ�
водства заключается в нахождении минимума
функционала при подвижных конечных точках,
когда обязательно находится решение в ситуа�
циях, где функционал dE/dY�(d/dt)(dF/dy')=0
минимизируется при неподвижных конечных

точках и класс функций расширяется при ми�
нимуме функционала, а положение качествен�
ных точек не фиксировано.
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