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ВВЕДЕНИЕ

Синтез программ оптимального управления
пространственным угловым движением косми�
ческого аппарата (КА) во многом связан с эффек�
тивностью решения задач управления его пар�
циальными вращениями по отдельным каналам
ориентации, то есть вращениями вокруг осей его
связанной системы координат [1]. В этом случае
угловое движение КА описывается с помощью
простейших моделей в виде двойного или трой�
ного интегратора в зависимости от типа испол�
нительных органов системы управления ориен�
тацией КА, конечно, с учетом имеющихся как пе�
рекрестных связей между каналами управления
ориентацией, так и иных возмущающих воздей�
ствий. Тройной интегратор, как модель объекта
управления, обычно требуется применять в тех
случаях, когда исполнительные органы системы
управления ориентацией КА являются электро�
механическими [2].

Итак, движение по одному из каналов управ�
ления ориентацией КА или, что то же самое, его
вращение вокруг одной из осей связанной систе�
мы координат описывается следующей системой
уравнений:
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где )(t  – угол поворота, )(ω t  – угловая ско�
рость, )(t  – угловое ускорение, обусловленное
управляющими и возмущающими воздействия�
ми, включая в их состав и перекрестные связи
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между каналами управления, 0t  – начальный и

ft  – конечный моменты времени для маневра
переориентации КА, который в общем случае
определяется граничными условиями:

00 )(  t ; 00 ω)(ω t ;

fft  )( ; fft ω)(ω  , (0.2)

где 0 , 0ω , f  и fω  – некоторые заданные кон�
станты. Последние таковы, что отвечающий им
маневр управления переориентацией КА нетри�
виален. Например, если 00  ,  f0 ,

0ωω 0  f , то такой маневр связан с поворо�
том КА на заданный угол f  вокруг соответству�
ющей связанной оси.

Угловое ускорение )(t  в (0.1) представлено
суммой относительного управляющего момента

)(tm  и каких�либо возмущающих воздействий
)( tf , а именно:

)()()( tftmt  , ],[ 0 fttt ,      (0.3)

где )(tm  может удовлетворять ограничению:
 mtm |)(| . Система (0.1) – (0.3) описы�

вает угловое движение КА и соответствующего
маневра переориентации в виде модели двойно�
го интегратора. Если управляющие моменты в
(0.3) создаются с помощью электромеханических
исполнительных органов, для которых функция

)(tm  является непрерывной, то для управляю�
щего момента можно ввести следующую модель:
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где )(tu  – управляющий параметр (скорость
изменения управляющего ускорения), который
в общем случае может быть ограничен макси�
мально допустимыми значениями. Присоединяя
(0.4) к системе (0.1) и учитывая (0.3), получим
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модель тройного интегратора, описывающего
вращение КА по одному из каналов управления
его ориентацией. Очевидно, что в дополнение к
(0.2), задающих маневр переориентации КА, сле�
дует также указать соответствующие граничные
условия и для (0.4):

00 )( mtm  ; ff mtm )( ,            (0.5)

где 0m , fm  – некоторые константы, в общем слу�
чае отличные от нуля.

В соответствии с приведенным описанием
вращений КА (0.1), (0.3), (0.4) и маневра его пе�
реориентации, задаваемого граничными услови�
ями (0.2), (0.5), введем модель такого управляе�
мого объекта в виде тройного интегратора:
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где )(1 tx , )(2 tx , )(3 tx  – фазовые переменные,
отвечающие кинематическим характеристикам
углового движения КА, )(tf  – некоторая функ�
ция времени, а )(tu  – управляющий параметр,
который может  удовлетворять ограничению:

0|)(| utu  , ],[ 0 fttt ,               (0.7)

где 0u  – его максимально допустимое значение.
Граничные условия для системы (0.6) пере�

пишем с учетом (0.2) и (0.5):

1001 )( xtx  ; 2002 )( xtx  ; 3003 )( xtx  ;(0.8)

ff xtx 11 )(  ; ff xtx 22 )(  ; ff xtx 33 )(  ,(0.9)

где 10x , 20x , 30x , fx1 , fx 2  и fx3  – некоторые
константы, значения которых таковы, что маневр
переориентации КА нетривиален, 0t  – началь�
ный и ft  – конечный фиксированные моменты
времени, то есть Ttt f  0  “ заданная длитель�
ность маневра.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО
УПРАВЛЕНИЯ ТРОЙНЫМ ИНТЕГРАТОРОМ
И ЕЕ СВЕДЕНИЕ К ПРОБЛЕМЕ МОМЕНТОВ

Уравнения состояния объекта управления
(0.6) перепишем в векторно�матричном виде
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где ))( ,)( ,)(( col)( 321 txtxtxt x  –  вектор�

столбец фазовых переменных, 
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матрица динамики объекта управления,
1) 0, (0, colb  – вектор�столбец эффективнос�

ти управляющего воздействия 1)( Rtu  ,  а
)0 ),( ,0( col)( tft f . Граничные условия (0.8),

(0.9) для объекта управления (1.1) также пере�
пишем в векторном виде:

00 )( xx t ; fft xx )( ,              (1.2)

где ) , ,( col 3020100 xxxx , ) , ,( col 321 ffff xxxx .
Переходное отображение для системы (1.1)

задается формулой Коши:
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где ),( 0ttФ  – переходная матрица:


























100

10

)(
2

1
1

),( 0

2
00

0 tt

tttt

ttФ .     (1.4)

Если в (1.4) ftt   и 0t , то для произве�
дения bФ ),( ft  получим
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Очевидно, что ])(),(),([ col),()( 321  hhht f bФh  и
с учетом (1.5):
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Обозначая
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формулу (1.3) при ftt   можно переписать в виде
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С учетом (1.2), (1.4) и (1.8) компоненты
) , ,( col 321 cccc  будут равны

 2001011 )( xttxxc ff

)()( 130
2

02

1
ff tgxtt  ;

)()( 23002022 fff tgxttxxc  ;

3033 xxc f  .  (1.10)
Таким образом, двухточечная граничная за�

дача (1.1), (1.2), как задача управления, в кото�
рой требуется перевести систему из состояния 0x
на момент времени 0t  в состояние fx  к моменту
времени ft  с помощью какого�либо допустимого
управления, сводится к решению интегрально�
го уравнения (1.9) относительно допустимого
управления ],[)( 0 fttuu   или, в конечном
счете, к проблеме моментов [3�5]. Далее будут
рассматриваться задачи оптимального управ�
ления для (1.1), (1.2) с функционалами типа
нормы в пространствах ],[ 0 fq ttL ,  q1 ,
норма в  которых определяется так [3]:
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q  )(u  – элементы пространства измери�
мых существенно ограниченных на интервале

],[ 0 ftt  функций из ],[ 0 fttL , норма в кото�
ром определяется как существенный максимум
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Если ],[)( 0 fq ttLu  ,  q1 , и заданы
],[)( 0 fpk ttLh  , ... ,3,2,1k  (в общем слу�

чае,  nnk  , ...,,2,1 ), числа kc  (такие, что

02 
k

kc ), где 1
11 
qp , то проблема момен�

тов формулируется так [3 – 5]: для заданных эле�
ментов ],[)( 0 fpk ttLh   и чисел kc  найти та�
кой линейный ограниченный функционал

 pL , где 
pL  – сопряженное пространство к

],[ 0 fp ttL , для которого выполняется следую�
щая система (моментных) равенств:

kk ch  ))(( , ... ,3,2,1k  .      (1.11)

Функционал в (1.11) имеет следующий вид
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полняются равенства (1.11), то он является раз�
решающим для соответствующей проблемы мо�
ментов и его построение сводится к определению
элемента ],[)( 0 fq ttLu   для заданных

],[)( 0 fpk ttLh   и kc  ( ... ,3,2,1k ).
Известно [3, 4], что проблема моментов (1.11)

разрешима для любых чисел kc  (из которых хотя
бы одно отлично от нуля), если только функции

],[)( 0 fpk ttLh   линейно независимы на ин�
тервале ],[ 0 ftt , что имеет место для (1.6) в силу
полной управляемости системы (1.1) или (0.6),
то есть проблема моментов для тройного интег�
ратора (1.1) всегда разрешима, если хотя бы одно
из чисел (1.10) отлично от нуля.

Если проблема моментов (1.11) разрешима,
то существует минимальный элемент Ph )(0 ,
для которого
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и справедливо утверждение [3]: проблема момен�
тов (1.11) разрешима тогда и только тогда, когда

00  , и для разрешающего функционала име�
ет место: 1))((  h , Ph  )( , в том числе

Ph )(0 , то есть также 1))(( 0  h . Для нор�
мы разрешающего функционала имеет место та�

кая оценка: 
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1
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В свою очередь, если для решений (1.11) тре�
буется дополнительно минимизировать

qL
uuJ ||)(||))((  , то рассматриваемая двухто�

чечная граничная задача сводится оптимальной
проблеме моментов [4], а норма оптимального
разрешающего функционала 0  будет равна:

0
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В силу существования изометрического изо�
морфизма [3], [4]

 ],[],[: 00 fqfp ttLttL I ,
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На этом равенстве основан принцип максимума
Н.Н. Красовского, как универсальный метод ре�
шения задач оптимального управления  линей�
ными системами [3, 4].

Принцип максимума [4]. Пусть
bФl ),()( T

00  fth  – решение задачи
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где ) ... , , ,( col 321 llll  и ) ... , , ,( col 321 cccc . Если
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имеет единственное решение )(u , тогда )( tu ,
],[ 0 fttt ,  – оптимальное управление и

1)()(
0

0  
ft

t

duh  .

Таким образом, решение задачи оптимально�
го управления для линейной управляемой систе�
мы (1.1) с функционалом qL

uuJ ||)(||))(( 
сводится к последовательному решению двух за�
дач (1.13) и (1.14).

В процессе решения задачи (1.13) можно вве�
сти вектор�функцию lФψ ),()( T  ft , кото�
рое является решением уравнения, сопряженно�
го к (1.1), а именно:
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td ψA
ψ  .                    (1.15)

и удовлетворяет конечному условию

1)( TT  clcψ ft .                     (1.16)

В связи с этим задачу (1.13) можно предста�
вить в виде
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где )(0 tψ  – минимизирующая вектор�функ�
ция [4].  В  (1 .1) 1) 0, (0, colb ,  поэтом у в
(1.17) имеет место: )()( 3

T tt bψ , то есть
Ph  )()(3 .

Далее будут рассматриваться задачи опти�
мального управления для тройного интеграто�
ра в рамках двухточечной граничной задачи
(1.1),  (1 .2) с функционалами типа нормы

qL
uuJ ||)(||))((  ,  ,2,1q . В связи с этим

сформулируем эти задачи.
Задача 1. Для объекта управления (1.1), здесь

и далее в виде тройного интегратора (0.6), и для
заданных произвольных граничных условий
(1.2) найти управление ],[)( 02 fttLu  , достав�
ляющее минимум  функционалу
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Задача (1.1), (1.2), (1.18) является задачей
оптимального управления на минимум обобщен�
ной энергии управления [4, 6].

Задача 2. Для объекта управления (1.1) и для
заданных произвольных граничных условий
(1.2) найти управление ],[)( 0 fttLu  , дос�
тавляющее минимум  функционалу

|)(| max vrai||)(||))((
],[ 0

tuuuJ
fttt

L


 . (1.19)

Задача (1.1), (1.2), (1.19) является задачей
оптимального управления на минимум макси�

мально допустимых управляющих воздействий,
то есть в этой задаче находится наименьшее зна�
чение параметра 0u  в (0.7).

Задача 3. Для объекта управления (1.1) и для
заданных произвольных граничных условий
(1.2) найти управление ],[)( 01 fttLu  , достав�
ляющее минимум  функционалу

 
ft

t

L duuuJ
0

1
|)(|||)(||))(( .     (1.20)

Задача (1.1), (1.2), (1.20) является задачей
оптимального управления на минимум расходов
управления (или в трактовке [6] – расходов “топ�
лива”) или, что то же самое, полного импульса
управляющих воздействий [3].

2. ЗАДАЧА НА МИНИМУМ ОБОБЩЕННОЙ
ЭНЕРГИИ УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрим решение задачи оптимального
управления (1.1), (1.2), (1.18), то есть задачи 1,
когда ],[)( 02 fttLu  , а ограничения (0.7) не
учитываются. Проблема моментов (1.11) здесь
формулируется в пространстве ],[ 02 fttL  и, ста�
ло быть, в соответствии с (1.13) вначале следует
решить задачу















 



2

1

2

)()(
0

2
)(nim||)(||nim

ft

tPh
L

Ph
dhh















 



2

1

TTT

1
0

T

),(),(nim
ft

t

ff dtt lФbbФl
cl





























 



2

1

TTT

1
0

T

),(),(nim lФbbФl
cl

ft

t

ff dtt

  0
2

1
T

1T
nim 


lDl
cl

,

где

  
ft

t

fff dtttt
0

),(),(),( TT
0 ФbbФWD –

грамиан управляемости [4], который с учетом
(1.5) и 0ttT f   будет равен



























T
TT

TTT

TTT

26

238

6820

23

234

345

D .                  (2.1)
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Применяя метод множителей Лагранжа
для определения вектора 3

0 Rl ,  из усло�
вий минимума вспомогательной функции

)1( TT  lclDl , где   – множитель Лагран�
жа, получим

11T )(2  cDc ; cDcDcl 111T
0 )(  ,

а отсюда следует

 2

1
1T

0 )(
 cDc ;

 bФDccDc ),()()( 1T11T
0  

fth .

Переходя далее к решению задачи (1.14), учтем,
что для оптимального разрешающего функциона�
ла имеет место: 1))(( 00  h . Поэтому оптималь�
ное управление здесь находится из условий:

1)()( max
0

0
)(



ft

t
u

duh ;

 
0

2

1
2 1

)(
0



















ft

t

du ,

которые выполняются, если )()( 0  hu , где

0 . Стало быть, тогда получим 2
0

1


 , то

есть оптимальное управление будет иметь вид

 bФDc ),()( 1T  
ftu , ],[ 0 ftt .   (2.2)

Очевидно, что здесь 2

1
1T )(||)(||

2
cDc   Lu .

Тем самым получено общее  решение задачи оп�
тимального управления для линейной системы
(1.1), (1.2) с функционалом 2

||)(||))(( LuuJ  .
Учитывая (1.5) и (2.1), программу оптималь�

ного управления (2.2) можно записать в явном виде:














3
2

2

1
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2 612)(30
)( c

T

c

T

c

T

t
u f












 3

2

2

1

2 3

1610)(36
c

T

c

T

c

T

t f









 3

2

2

1 4209
c

T

c

T

c

T .                            (2.3)

Пример 1. Рассмотрим пример маневра по
одному из каналов управления ориентацией КА
для следующих условий, а именно: требуется осу�
ществить разворот КА на угол T  (  T0 )

из одного состояния покоя в другое, соответствен�
но, за время T . Пусть здесь 00 t  и Tt f  , а в
(0.8), (0.9) тогда следует принять:

010 x ; T1 fx ; 020 x ; 02 fx ;
030 x ; 03 fx

Дополнительно предполагая, что в (0.6)
0)( tf , когда отсутствуют возмущения, из (1.10)

получим: T1 c ; 02 c ; 03 c , и, стало быть,
программа оптимального управления (2.3) в
этом случае примет следующий вид:





 

T
22

5 6

1
)()(

360
)(~ TTTT

T
u

T
22

5 6

1360 





  TT

T
.            (2.5)

Очевидно, что оптимальная программа (2.5)
в силу симметрии граничных условий (2.4) (от�

носительно 
2

T ) так же будет симметричной

и из (2.5) тогда получим, что как при 0 , так и

при T :  3
T60

)(~max)0(~
T

uu
 




,  а при

2

T , соответственно, получим

 
3

T30
)(~min

2
~

T
u

T
u







 



 .

3. ЗАДАЧА НА МИНИМУМ УРОВНЯ
УПРАВЛЯЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ

В задаче оптимального управления (1.1),
(1.2), (1.19) требуется найти минимально воз�
можное значение для параметра 0u  в (0.7). В дан�
ном случае соответствующая проблема моментов
формулируется в ],[ 01 fttL .

В соответствии с принципом максимума Н.Н.
Красовского (1.13), (1.14) вначале рассмотрим
задачу (1.13), а именно:

 


ft

tPh
L

Ph
dhh

0

1
|)(|nim||)(||nim
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

dt f
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|),(|nim T

1
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T
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cl

0
T

1

|)(|nim
0

T
 


d

ft

t

bψ
cl

.

 . (2.4)
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С учетом того, что )()( 3
T  bψ , и для

заданных чисел 1c , 2c , 3c  (1.10) эта задача сво�
дится к решению задачи:

03
1

|)(|nim
0

T



d

ft

tcl
.             (3.1)

Очевидно, что здесь )()(3  h . Посколь�
ку из решения сопряженного уравнения (1.15)
следует

 )()()( 1
2

3 2

1
ff tt

)()()( 32 fff ttt  ,

постольку с учетом (1.16) перепишем (3.1) в виде

 


ft

t
f

clclcl
lt

0332211

1
2

1
0 )(nim

2

1

 dllt f 32)( .                (3.2)

Если задача (3.2) решена, то есть найдены
числа 10l , 20l , 30l , которые удовлетворяют усло�
вию: 1130120110  clclcl , и, следовательно,
также будут найдены минимальный элемент

)(0 th  и его норма 0 , то тогда будет найдена,
очевидно, и компонента минимизирующей век�
тор�функции )(0 tψ , которая совпадает с )(0 th ,
а именно:


10

2
3 )()(

2

1
lttt f

3020)( lltt f  , ],[ 0 fttt .     (3.3)

В частности, согласно (1.16) здесь
)(110 ftl  , )(220 ftl   и )(330 ftl  .

Итак, зная )(3 t
  и 0 , можно перейти к сле�

дующему этапу решения задачи (1.1), (1.2), (1.19),
непосредственно связанного с синтезом управле�
ния ],[)( 0 fttLu 

  , на котором согласно
(1.14) требуется решить задачу:

1)()( max
0

0
)(



ft

t
u

duh ;
0],[

1
|)(|max

0 



u

ftt
.

Отсюда видно, что минимальное возможное
значение параметра 0u  в (0.7) будет равно

0
0

1


u , а максимум интеграла достигается

только в том случае, когда

)(sign 
1

)(sign 
1

)( 3
0

0
0







 hu ,

 ],[ 0 ftt .

Стало быть, оптимальное управление в зада�
че (1.1), (1.2), (1.19) имеет вид

)(sign 
1

 
|)(|

)(1
)( 3

03

3

0

t
t

t
tu 




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







 , ],[ 0 fttt .  (3.4)

Таким образом, получена общая структура
оптимального управления в задаче (1.1), (1.2),
(1.19) с произвольно заданными граничными ус�
ловиями.  Отметим, что в рассмотренной задаче
имеет место взаимно однозначное соответствие
между значениями 0ttT f   и 

0u , то есть пос�
ледняя является взаимной к задаче на быстродей�
ствие для (0.6) – (0.9).

Синтез оптимальной программы управления
(3.4) с помощью численных методов оптимиза�
ции с учетом вида )(3 t

  (3.3) достаточно эффек�
тивен, но еще более эффективный алгоритм син�
теза указанной программы возможен при сведе�
нии этой процедуры к задаче безусловной
оптимизации. В связи с этим далее получим не�
обходимые соотношения для ее реализации с уче�
том того, что функция (3.3) знакопеременная и в
общем случае имеет нули на интервале ],[ 0 ftt ,
а именно: 0)( 13  t , 0)( 23  t .

Итак, если ftttt  210 , то отсюда по�
лучим относительно 10l  и 20l  следующие урав�
нения:

0)()(
2

1
3020110

2
1  llttltt ff ;

0)()(
2

1
3020210

2
2  llttltt ff .

П р исое дин яя к  ни м ,  согл асн о у слов и�
я м  з а д а ч и  ( 3 . 1 ) ,  е щ е  о д н о  у р а в н е н и е :

1303202101  lclclc , получим систему урав�
нений относительно 10l , 20l  и 30l , решение кото�
рой имеет вид:
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c
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 


2

1 21

0
20

tt
t

c
l f ;

0

21
30 2

)()(

c

tttt
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 ,                   (3.5)

где  ),,,,( 2132100 ttccccc

= 











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





 
 )()(

2

1

2 213
21

21 ttttc
tt

tcc fff .

Таким образом, с учетом (3.5) получена ми�
нимизирующая функция )(3 t

  (3.3), которая
явно зависит от переменных 1t  и 2t , то есть име�
ет место ),;()( 2133 tttt   , и, соответствен�
но, задача (3.2) сводится к следующей задаче бе�
зусловной оптимизации (конечно, в общем слу�
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чае в предположении о неэффективности огра�
ничений 10 tt   и ftt 2 ):

  
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ft

tclclcl
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t
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

 , (3.6)

где   
k

k

b

a
k dS )(3 , 3,2,1k , и, соответствен�

но, ),(),( 1011 ttba  ,  ),(),( 2122 ttba  ,
),(),( 233 fttba  . С учетом (3.3) для вычисле�

ния в (3.6) значений kS , 3,2,1k , получим сле�
дующую формулу:
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
    2

103 2
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)()( fkk
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k tlabdS

k

k

  )()(
2

1
20103020 kkff abltlltl


 )( 22

106

1
kkkk aabbl .             (3.7)

Ввиду явной зависимости kS , 3,2,1k , от

1t  и 2t  применение формул (3.7) при численном
решении задачи безусловной оптимизации (3.6)
оказывается более эффективным в сравнении с
непосредственным решением задачи (3.2). Но, не
ограничиваясь этим, далее рассмотрим еще один
вариант более эффективного подхода к решению
задачи (3.6) и, естественно, задачи (3.2). В связи с
этим получим требуемые для этого соотношения,
для чего выражение (3.3) для функции )(3 t


перепишем в следующем виде:

mmm tt  2
3 )()( ,             (3.8)

где 
2

21

10

20 tt

l

l
t fm


 ,  )(3 mm   –

координаты вершины параболы (3.8) (здесь пред�
полагается, что функция )(3 t

  выпуклая, то есть
0m , и, стало быть, 0m , иначе – 0m

и 0m ).

Соответственно, пусть mm
m

m
mt 




 2,1  –

нули функции )(3 t
  (3.8). Далее без ограниче�

ния общности примем 00 t , Tt f  . Коэффи�
циенты в (3.8) связаны с 10l , 20l  и 30l  такими
соотношениями:

 102

1
lm  , 20102 lTlmm  ,

 3020
2

10
2

2

1
lTlTlmmm  .    (3.9)

Разрешая (3.9) относительно 10l , 20l  и 30l ,
получим

 ml  210 ; )(220 Tl mm  ;

mmm Tl  2
30 )( .             (3.10)

Очевидно, что коэффициенты в (3.8) с уче�
том (3.10) должны удовлетворять одному из ус�
ловий задачи (3.6), а именно:

 21 )(22 сTс mmm

1])([ 3
2  сT mmm .         (3.11)

Далее с учетом (3.9) выражения (3.7) перепи�
шем так:

   22)( mmkkmk abS


 )(
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1
)( 22

kkkkkkm aabbab ,

 3,2,1k ,
Вычисляя по этим формулам: 1S  с учетом

mmb 1  и 01 a  ( 01 b ); 2S  с учетом

mmb 2  и  mma 2  ( 02 a и
Tb 2 ), и, наконец, 3S  с учетом Tb 3  и

mma 2  ( Ta 3 ), получим:

    mmmmmS  2
3

1 2
1 ;

 
3

2 3

4
mmS   ;

 )(
3

1
3 mmm TS

 2)()2( mmmm TT  .    (3.12)

Вводя “сопряженный” параметр

mm T ~ , формулу для вычисления 3S  в
(3.12) можно записать в виде

)2~3~(
3

1 323
3 mmmmmS  .

В связи с этим отметим, что выражение для

1S  в (3.12)  также приводится к такому же виду
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(обусловленному симметричностью ветвей пара�
болы (3.8) относительно m ), но с точнос�
тью до “сопряжения”, то есть с заменой парамет�
ра m~  на m :

)23(
3

1 323
1 mmmmmS  .

Соответственно, условие (3.11) теперь мож�
но переписать в виде

1])~(~22[ 3
22

21  ссс mmmm . (3.13)

Для определения параметров в (3.8), достав�
ляющих решение задачи (3.6), решим вспомога�
тельную задачу оптимизации: с учетом (3.12)
найти минимум функции 321 SSSF 
(здесь в предположении, что 0m )  при усло�
вии, что имеет место (3.13). Ее решение с помо�
щью метода множителей Лагранжа, то есть бу�
дем отыскивать вначале минимум вспомогатель�
ной функции

  21321
~22

~
ссSSSF m








m

mm с
1

)~( 3
22

,           (3.14)

где   – множитель Лагранжа, и учитывая, что
),,( mmmkk SS  , 3,2,1k .

Вычислим производные (3.14):

)~(2)~(
~

32
22 cc

F
mmmm

m





;

0
3

8
)~(

3

1
~

2
3233 







m
mmmm

m

T
F

;

0)4(2
~

3 



cT
F

mmmm
m

.

Учитывая, что Tmm  ~  и Tmmm  2~ ,
преобразуем эти выражения,  а затем в силу не�
обходимых условий минимума (3.14) приравня�
ем их нулю:

0])([2)2( 32  cTcTT mmm ;

0
3

8
)(

3

1
2

323 


m

mmmm TTTT ;

04 3  cTmmm .

Вводя переменную 
m
~ , указанные соот�

ношения можно переписать в следующем виде:

0])([
~

2)2( 32  cTcTT mm ; (3.15)

0
~

3

8
)(

3

1 323 


m

mmmm TTTT ;  (3.16)

0
~

4 3  cTm .                   (3.17)
Отсюда, то есть из первого уравнения – (3.15)

следует:







)
~

(2

)(
~

2

3

32
2

cT

cTcT
m

1

332
~

1
1

)(
~

2















 














 


T

c

T

cTcT
,

а из третьего уравнения – (3.17) получим:

)
~

(
4

1
3cTm  .                      (3.18)

Следовательно, тогда получим

 mmt 2,1

)
~

(
4

1

)
~

(2

)(
~

2
3

3

32
2

cT
cT

cTcT





  , (3.19)

и, стало быть, решение задачи (3.6) с оптимиза�
цией по 1t  и 2t  здесь сводится к процедуре одно�
мерной оптимизации по ~ . Если найдено такое

 ~~ , что   2,12,1 )
~

( tt  ? доставляют решение
задачи (3.6),  то тогда сразу же находятся

2
12


 


tt
m  и 

2
12


 


tt
m , а m  затем  тогда

можно найти из (3.16):


  

mmm TTT )(
3

1~ 3


  32 )(

3

8
)( mmT .

Вообще говоря, система (3.15) – (3.17) допус�
кает аналитическое решение, но из�за громозд�
кой записи оно здесь не приводится.

Пример 2. Получим решение задачи 2 при
задании граничных условий (1.2) в виде (2.4), а
также в предположении, что 0)( tf . Действи�
тельно, как и в примере 1, из (1.10) получим:

T1 c ; 02 c ; 03 c , и, соответственно, здесь

T1
101

11




c
ll . Тогда из (3.10) получим

T2

1


 m , а из (3.18) и (3.19): 

2

T
m  ; 

4

T
m  .

Далее по формулам (3.12) вычислим
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T

3

31 96 
 T

SS  и 
T

3

2 96 
 T

S , то есть норма

минимального элемента будет равна 
T

3

0 32 
 T

и, соответственно, получим минимальное значе�
ние параметра 0u  в (0.7):

3

T
0

32

T
u


 .                        (3.20)

С учетом (3.20) для программы (3.4) за время
маневра расход или полный импульс управле�

ния, очевидно, будет равен 
2

T
0

32

T
TuR


 .

Отметим также, что рассматриваемая задача
является взаимной к задаче на быстродействие
для (0.6) – (0.9), поэтому из (3.20) для заданного

0u  следует, что длительности маневра должно

выполняться условие 
0

T3 32

u
T


 .  В пределе

получим 
3

1

0

T
min

4
2 









 


u
T – минимальная дли�

тельность маневра .

4. ЗАДАЧА НА МИНИМУМ ПОЛНОГО
ИМПУЛЬСА УПРАВЛЯЮЩИХ

ВОЗДЕЙСТВИЙ

Рассмотрим теперь задачу оптимального
управления (1.1), (1.2), (1.20), то есть задачу
на минимум расходов управления или пол�
ного импульса управляющих воздействий

 
ft

t

duuJ
0

|)(|)( . В этом случае двухточечная

граничная задача сводится к оптимальной про�
блеме моментов в ],[ 0 fttL .

Поскольку |)(|max vrai||)(||
],[ 0




hh
ftt

L , то

здесь задача (1.13) имеет вид:





L

Ph
h ||)(||nim

)(








 


|)(|max vrainim
],[1 0332211

h
fttclclcl








 


|)(|maxnim
],[1 0332211

h
fttclclcl

00
],[

|)(|max
0




h
ftt

.                 (4.1)

По определению (1.12) 32
2

1 )()(
2

1
)( ltltlh ff 

и, соответственно, здесь минимальный элемент
будет равен

3020
2

100 )()(
2

1
)( ltltlh ff  ,  (4.2)

где для заданных граничных условий (1.2) и со�
ответствующих им чисел (1.10) выполняется
условие:

1303202101  lclclc .                  (4.3)

Поскольку ],[)( 00 fttLh  , то минималь�
ный элемент (4.2), как решение задачи (4.1), яв�
ляется многочленом, наименее уклоняющимся от
нуля [5], то есть с точностью до множителя 0
он будет равен многочлену Чебышева первого
рода 12)( 2

2  zzT ,  где ]1,1[ z  и

)](2[
1

0
0

tt
tt

z f
f




 .

Без ограничения общности далее примем
00 t , Tt f  , а выражение (4.2) для минималь�

ного элемента )(0 h  приведем к виду

 )()( 2010
2

100 2

1
llTlh

3020
2

102

1
lTlTl  .                 (4.4)

Многочлен )(2 zT  с учетом замены перемен�
ной z на  ф   приводится к такому виду:

1
88

1
2

2

2

2 












 


TTT
T .               (4.5)

Если обозначить 000
~  s , 10 s  и при�

равнять (4.4) и (4.5):







  1

2~)( 200 T
h T ,

то для коэффициентов многочленов при одина�
ковых степенях ф получим следующую систему
относительно параметров 10l , 20l , 30l  и 0

~ :

0~
16

1
010

2 lT ; 0~
8

1

8

1
02010

2  lTlT ;

0~
2

1
0302010

2  llTlT .

Присоединяя к этой системе уравнение (4.3),
найдем указанные параметры по правилу Кра�
мера, а именно:
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D

D
l

1
10  ; 

D

D
l 2

20  ;

D

D
l 3

30  ; 
D

D0
~ ,                    (4.6)

где TD
8

1
`1  ,  

2
2 16

1
TD  ,  

3
3 128

1
TD  ,

3

128

1
TD  .  Поскольку TFD

128

1 ,  где

3
2

21 816 cTcTcF  , то из (4.6) получим

F
l

16
10  ; 

F

T
l

8
20  ; 

F

T
l

2

30  ; 
F

T 2

0
~  ,

и, тем самым, получим решение задачи (4.1) в
виде минимального элемента (4.4):









 1

88~)(
2

2

00 TT
h . Очевидно, что его

норма будет равна 
||

2

0 F

T  и, стало быть, име�

ет место Fs signsign 0  . Экстремумы для

)(0 h  находятся в точках: 01  , T
2

1
2  и

T3 ;  при этом 003,10 )(  sh  и

0020 )(  sh .
Далее в соответствии с принципом максиму�

ма решим задачу (1.14), которая непосредствен�
но связана с синтезом программы оптимального
управления для рассматриваемой здесь задачи,
а именно:

1)()( max
0

0
)(



T

u
duh ; 

00

1
|)(|




T

du .     (4.7)

Учитывая, что в постановке задачи 3 – (1.1),
(1.2) и (1.20) – ограничения на управляющий па�
раметр не накладываются, из условий (4.7) тог�
да следует, что оптимальное управление здесь
можно аппроксимировать “импульсным” управ�
лением, которое имеет следующий вид:






























),(\],0[ 0,

;],[),(sign 
2

;],[),(sign 

;],0[),0(sign 

)(ˆ

0

0

0

000
0

0

2

1

Tm

mmm
m

m

Tf
T

T

IIIT

ITh
a

TTITh
a

Ih
a

u  (4.8)

где 0 , T  и m  – достаточно малые числа (в

сравнении с T ). Отметим, что приложение “им�
пульсов”, указанных в (4.8), вне точек экстрему�
мов )(0 h  на интервале ],0[ T  не обеспечивает
максимума первого интеграла в (4.7) при задан�
ном ограничении в виде второго интеграла там
же. Если 0),,( 0  mT , то из (4.8) с учетом
(4.4) в пределе получим такую программу опти�
мального  �импульсного управления (которое
уже не будет элементом ],0[1 TL ):

  )0()( 00 asu


 )0()(

2

1 TaTa Tm ,      (4.9)

где )0(sign 00 hs  .
Интегрируя систему уравнений (0.6) с уче�

том (0.8), (0.9) и (4.9) (здесь для удобства приня�
то 0)( tf , иначе необходимо внести соответ�
ствующие  поправки согласно (1.10)), получим

][ 00303 Tmf aaasxx  ;

TasTasxxx mf 00030202 2

1
)(  ;

 3020101 (
2

1
xTxxx f

2
0

2
00 8

1
) TasTas m ,

то есть с учетом (1.10) получим линейную систе�
му относительно 0a , Ta , ma :

1
22

0
~

8

1

2

1
cTaTa m  ; 20

~
2

1
cTaTa m  ;

30
~caaa Tm  ,

где kk csc 0
~  , 3,2,1k . Решение этой системы

доставляет следующие значения импульсов в (4.9):

2

21
00

4

T

cTc
sa


 ; 2

21
0

48

T

cTc
sam


 ;

2

3
2

21
0

34

T

cTcTc
saT


 .           (4.10)

Суммируя импульсы (4.10), получим с учетом

второго интеграла в (4.7): 
Fs

T

0

2

0  . Посколь�

ку здесь должно быть Fs signsign 0  , то есть
знак функции F  определяет знак первого “им�
пульса” в (4.9). Если в силу граничных условий
(1.2) имеет место 0F , то при 0)( u , то есть
для свободного движения объекта управления
(1.1), заданные граничные условия (1.2)  будут
выполняться автоматически. Тем самым решение
задачи 3 (1.1), (1.2), (1.20) завершено.
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В заключение отметим, что для условий при�
мера 1 полный импульс управляющего воздей�
ствия, получаемый с учетом (4.7) и (4.10) будет

равен 
2

T

0

161

T
R





 , то есть здесь он  будет в

два раза меньше, чем его значение, полученное в
примере 2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методом моментов в рамках принципа мак�
симума Н.Н. Красовского получены общие реше�
ния задач оптимального управления тройным
интегратором на минимум функционалов типа
нормы в пространстве qL (для  ,2,1q ) с про�
извольными граничными условиями, а именно,
получены решения задач на минимум обобщен�
ной энергии управления, максимального уровня
управляющих воздействий и на минимум расхо�
дов управления или, что то же самое, на мини�
мум полного импульса управляющих воздей�
ствий. При этом предполагалось, что моделью
тройного интегратора описывается угловое дви�
жение космического аппарата с электромехани�
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The problems of optimal control of threefold integrator which models spacecraft angular motion in one of
the orientation control paths with regard for their cross�connections are considered. The problems are
reduced to the optimal moments problem and their solution for minimum functionals of the norm type in
space qL ( for  ,2,1q ) are found using Krasovsky’s maximum principle. Optimal control programmes
for the minimum generalized control energy tasks, minimum maximal control influence level and in
accordance for minimum consumption control or for minimum of control influence full impulse, which is
the same, are obtained.
Key words:   threefold integrator, optimal control, functional, the problem of  moments.

ческими исполнительными органами по одному
из каналов управления его ориентацией, в том
числе с учетом перекрестных связей между ними.
Показано, что метод моментов эффективен при
синтезе оптимальных управлений при решении
прикладных задач по управлению переориента�
цией в пространстве космических аппаратов.
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