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ВВЕДЕНИЕ

Решение задач оптимального управления для
многомерных динамических систем связано, как
правило, с существенными затруднениями. В этих
случаях находит применение принцип Сандерса
[1], существо которого заключается в том, что
многомерная система управления декомпозиру!
ется на парциальные подсистемы меньшей раз!
мерности так, чтобы решение задач оптимально!
го управления для таких систем не представляло
значительных затруднений. Получаемые таким
образом частные решения затем принимаются в
качестве начального или последующего (в рам!
ках соответствующих итерационных процедур
[1]) приближения для решения исходной задачи
оптимального управления.

Если многомерная динамическая система яв!
ляется линейной и вполне управляемой, то ее де!
композиция по входам осуществляется с приве!
дением к канонической форме управляемости с
двусторонней связью, предложенной Луенберге!
ром [2, 3]. Для линейной системы

d
dt

 x Ax Bu ,                     (1)

где 
nx   – вектор переменных состояния,

mu   – вектор управляющих параметров,
n nA   – матрица динамики, n mB   – мат!

рица входов, каноническая форма управляемос!
ти с двусторонней связью имеет вид

 1
( )

k

m
k

k k n k k j j
j
j k

d u
dt 



   z F x e D z , 1,k m ,  (2)

УДК 517.977.5

О  СВОДИМОСТИ  ОПТИМАЛЬНОЙ  ПРОБЛЕМЫ  МОМЕНТОВ
К  ПАРЦИАЛЬНЫМ  В  ЗАДАЧАХ  УПРАВЛЕНИЯ

МНОГОМЕРНЫМИ  ЛИНЕЙНЫМИ  СИСТЕМАМИ

© 2012  Ю.Н. Горелов

Институт проблем управления сложными системами РАН, г. Самара

Поступила в редакцию 17.10.2012

Рассматриваются вопросы сводимости оптимальной проблемы моментов задачи оптимального уп!
равления с функционалами  типа нормы в qL ( 1, 2,q   ) для многомерных линейных систем к
частным проблемам моментов при декомпозиции исходной системы в прямую сумму парциальных
подсистем меньшей размерности. Решение рассматриваемых задач находится с помощью принципа
максимума Н.Н. Красовского.
Ключевые слова: декомпозиция, оптимальное управление, функционал, проблема моментов

где kn
k z   – вектор переменных состояния k !й

подсистемы (
1

m

k
k
n n


 ), col (0,...,0,1) k

k

n
n  e  ,

1 1

T
1

k k k k

k k

n n n n
k

n na
  



 
  

   

E
F

a

0
  – матрица Фро!

бениуса, в которой 1kn E  – единичная мат!
р и ц а  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  п о р я д к а ,  а

1col ( ,  )
k kk n na a a  – вектор коэффициентов

характеристического многочлена, сопровож!
д а е м о г о  м а т р и ц е й kF ,  а  т а к ж е

( 1)

T

k j k j
n n n n

k j
k j

  
 
  
  

D
d

0
  – матрицы связей, а

jn
k j d   – вектор коэффициентов связей;

1, 2,...,j m , 1col ( ,  )
k kkk n na  d a . Если вве!

сти вектор!функции 
1

m

k k j j
k
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альные системы (2) будут представляться в виде

kn !кратных интеграторов. Аналогичная деком!
позиция возможна и для нелинейных систем уп!

равления ( , , )
d t
dt

x f x u , если они допуска!

ют представление в таком виде:

( , , )
d t
dt

  x Ax Bu x u ,           (3)

где ( , , )t x u  – вектор!функция “остаток” от
( , , )tf x u  после выделения в последней линей!

ной части по x  и u ; отметим, что в общем слу!
чае матрицы динамики и входов в (3) могут
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зависеть от t . Соответствующий подход был рас!
смотрен в [4] с помощью итерационной процеду!
ры синтеза решения задачи оптимальной пере!
ориентации космического аппарата в простран!
стве и при сведении последней к задачам
оптимального управления по отдельным кана!
лам ориентации.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В связи с изложенным далее рассматривают!
ся управляемые линейные системы такого вида:

( )
d t
d t

  
x A x Bu f ,                 (4)

которые допускаю декомпозицию в прямую сум!
му парциальных подсистем вида (2):

( )k
k k k k k

d u t
dt

  x A x b f , 1,k m ,  (5)

где 1col ( ,..., ) n
m x x x  ,  1col ( ,..., ) m

mu u u  ,
матрицы динамики и входов имеют следующее
устройство: diag { }k mA A , diag { }k mB b , а
пары { , }k kA b  имеют согласованные размеры при
включении в состав (4) и являются вполне уп!
равляемыми для всех 1,k m ,  а

1col ( ,..., ) n
m f f f   ( kn

k f  ) – некото!
рая заданная вектор!функция (здесь и далее
предполагается, что здесь ( )k k tf f ), с помо!
щью которой могут моделироваться перекрест!
ные связи как в (2) или (3) между подсистемами
(5) системы (4).

Для граничных условий:
0

0( )t x x ; ( ) f
ft x x ,              (6)

задача управления (4), (6) на заданном интерва!
ле 0[ , ]ft t  – двухточечная граничная задача, сво!
дящаяся при минимизации функционалов типа
нормы в 0[ , ]q ft tL  ( 1,2,q   ) к решению опти!
мальной проблемы моментов в pL ,  где

1 1
1

p q
  . Моментные равенства здесь имеют

вид: 
0

( , ) ( )
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ft
t d    Ф Bu c , где ( , )ft Ф  – пе!

реходная матрица системы (4), а вектор c  вы!

числяется так: 
0

0
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ftf
f ft
t t t d     c x Ф x Ф f .

Решение указанной проблемы моментов с помощью
принципа максимума Н.Н. Красовского [5, 6] сводится
к последовательному решению следующих двух задач:
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где ( )u  – оптимальное управление. В  ( 7) ,  ( 8)

T
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|| ( )||h  – векторная норма ( 1,2,   ), 
1 1

1 
  .

Кроме того, предполагается, что для граничных

условий (6) выполняется условие || || 0 c .

Соответственно, для граничных условий пар!
циальных подсистем (5), задаваемых исходя из
условий (6):

0
0( )k kt x x ; ( ) f

k f kt x x ,  ( 1,k m )    (9)

можно также рассматривать парциальные зада!
чи оптимального управления для (5), (9) с функ!
ционалами типа нормы || ( )||

qk kJ u  L  и также
сформулировать соответствующие проблемы
моментов в pL , которые сводятся к решению сле!
дующих пар задач ( 1,k m ):
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где ( )ku
   – оптимальное управление, ( , )k ft Ф  –

переходные матрицы для парциальных подсис!
тем (5), а векторы kc  вычисляются по форму!

л а м :
0

0
0( , ) ( , ) ( )

ftf
k k k f k k f kt

t t t d     c x Ф x Ф f ,

|| || 0k  c ; если же 0k c , то управление k !й си!
стемой (5) не требуется, то есть ( ) 0ku  

0[ , ]ft t , поскольку в этом случае граничные
условия (9) удовлетворяются автоматически. От!
метим также, что T

0 0( ) ( )k k kg   ξ g , T
0 1k k ξ c , и

по определению системы (4) и ее парциальных под!
систем (5):

 ( , ) diag { ( , ) }f k f k mt t  Ф B Ф b diag { ( )}k m g .
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2. РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПО СВЕДЕНИЮ
ОПТИМАЛЬНОЙ ПРОБЛЕМЫ МОМЕНТОВ

В pL К ПАРЦИАЛЬНЫМ ПРОБЛЕМАМ
МОМЕНТОВ

В настоящей статье рассматривается реше!
ние задач сведения проблемы моментов 0А ),

0Б ) (7), (8) к парциальным проблемам момен!
тов Аk ), Бk ), 1,k m , (10), (11) и построению
на их основе решения задачи оптимального уп!
равления для (4), (6). В общем случае имеется
девять вариантов постановок таких задач с уче!
том того, что 1,2,p    и ν 1, 2,  . Очевидно, что
не все из возможных вариантов постановок за!
дач являются равноценными в аспекте решения
прикладных задач. Тем не менее, далее представ!
лены результаты по всем возможным вариантам,
в том числе для случаев, когда оптимальная про!
блема моментов 0А ), 0Б ) (7), (8) не сводится к
парциальным А k ), Бk ) (10), (11), но получае!
мые при этом результаты не исключают постро!
ения на их основе вполне эффективных итераци!
онных процедур для решения задачи оптималь!
ного управления рассматриваемого класса для
систем вида (4), (5). Итак, далее в следующем
порядке: 2,1,p   , рассмотрим решения задач по
сведению оптимальной проблемы моментов в pL
к парциальным, отвечающим задачам оптималь!
ного управления для (5), (9), и возможности пост!
роения на основе их решений для задачи (7), (8).

Вариант 2L  ( p = 2). Вначале рассмотрим
решения задач (7), (8) и (10), (11) в случае ,ν 2p  .
Для этого введем представление

1col ( ,..., )ml l l , где 
k

k

n
n l  , и с учетом струк!

туры переходной матрицы для системы (4) зада!
чу (7) перепишем в виде
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ξ g c G g , 0[ , ]ft t . (12)

Сравнивая решения задач 0Б ) и Бk ) устано!
вим, что 0 0( ) ( )k k kh g    , 0 0k k k l ξ , 1,k m .
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решение: 2 2
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k k j
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 
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 
 . В конечном счете, имеет место:

( ) ( )k ku u   , 1,k m , 0[ , ]ft t , то есть ре!
шение задачи оптимального управления для си!
стемы (4) или, что то же самое, для решения за!
дач 0А ) и 0Б ) в 2L  вполне достаточно решить
задачи меньшей размерности Аk ) и Бk ) (также
в 2L ) для подсистем (5), оптимальное управле!
ние для которых (12) также будет оптимальным
управлением и для системы (4).

Задачи управления для случаев ν 1,   (при
2p q  ), по!видимому, не представляют осо!

бой ценности для решения прикладных задач и, с
другой стороны, в общем случае они могут быть
решены, как правило, только с помощью числен!
ных методов. В связи с этим следует отметить
важное значение решение такого класса приклад!
ных задач оптимального управления (1), (3), сво!
дящихся к оптимальной проблеме моментов в 1L
с функционалами типа нормы 

( )|| ( )||


 Lu
( 1,2,  ).
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следует 
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Вначале рассмотрим случай 2  . Тогда в
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0

2
2[ , ]

1 0

1
max ( )

f

m

k
t t k

u
 

 
  ,

Из условия максимума в (8)

0

0 0 2

( )1
( )

|| ( )||


 

 
hu
h

 или 0

0 0 2

( )1
( )

|| ( )||
k

k
h

u


 
 h

 ,

1,k m , 0[ , ]ft t .                     (13)

Соответственно, в задаче (10)

 

0

0| ( ) |
ft

k k
t

g d     и 
1

| ( ) |k
k

u  


,

а из условия максимума (11) получим

0

1
( ) sign ( )k k

k

u g   


, 0[ , ]ft t .    (14)

Из сравнения (13) и (14) видно, что ( )k
 u  не

является оптимальным управлением для задачи
(4), (6). Степень неоптимальности управлений
(14) в сравнении с (13) можно оценить, если под!
ставить ( )k

 u  в (5) вместо ( )u . Если она мала,
то ( )k

 u  можно использовать как начальное
приближение для решения задачи (4), (6) с фун!
кционалом 

(2)|| ( )||J


  Lu .
В случае     из (7), (8) получим

0
0

1
( ) sign ( )k ku h  


 , 1,k m  , а из (10), (11)

– (14). При этом 0 0k k k l ξ , где 
1

1
m

k
k

  , и

0
1

m

k k
k

    .  Здесь имеет место: 0k   ,

1,k m , и, стало быть, оптимальные управле!
ния (14) будут оптимальными и для задачи (4),
(6) с функционалом 

( )|| ( )||


 Lu .

Если μ 1 , то в (7), (8) 
0

T
0 0

1
max | ( ) |

ft

k k
k m

t

d
 

    l g

и 
0[ , ]

1 0

1
max | ( ) |

f

m

k
t t k

u
 

 
 . Из условия максимума

(8) здесь имеет место:

0

T
0

( )
1

max | ( ) || ( ) | 1
f

k

t m

k k ku kt

u d
 

   l g  ; 
1 0

1
| ( ) |

m

k
k
u



 
 ,

что эквивалентно простейшей задаче оптималь!
ного распределения заданного ресурса [7] для
каждого момента времени 0[ , ]ft t . Решение
этой задачи в силу линейности ее целевой функ!
ции является очевидным.

Вводя функцию T
0 0

1
( ) arg max | ( ) |k kk m

k
 

  l g ,

получим в рассматриваемом случае следующую
программу оптимального управления
( 1,k m  ):

T
00

0

0

1
sign ( ) ( );

( )

0, ( ),

kk
k

k k
u

k k

    
  

l g


 , 0[ , ]ft t .

Из сравнения этой программы с (14) видно,
что здесь, как и в случае 2  , управление (14)
не является оптимальным для двухточечной гра!
ничной задачи (4), (6) с функционалом

(1)|| ( )||J


  Lu .

Вариант L  ( p =  ). Предваряя рассмот!
рения еще одного решения задачи сведения оп!
тимальной проблемы моментов к парциальным,
отметим, что выше установлено: решения задач
(10), (11) доставляют решение и для задачи (7),
(8) только в случаях ,ν 2p   ( , 2q  ) и ,ν 1p 
( ,q ). В иных рассмотренных вариантах по!
становок задач (7), (8), когда ν p , получаемые
решения для парциальных задач (10), (11) мож!
но рассматривать только как соответствующие
приближения. То же самое справедливо в общем
случае и для варианта p  , в котором при
ν   решение задачи (10) будет иметь вид:

T
0

T T
0

[ , ]
1

min max | ( ) | | ( ) |
k

f
k

k k k k k i
t t

       ξ c

ξ g ξ g , 1 k ki r    ,

где T
0ω ( ) ( )k k k

   ξ g  – функция, наименее ук!
лоняющаяся от нуля [8], а 0[ , ]

ki ft t   – точки
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максимума |ω ( ) |k
  . Здесь из условия максимума

(11) при 

0

1
| ( ) |

ft

k
kt

u d   
  имеет место:

0

ω ( ) ( ) 1
ft

k k
t

u d     . Таким образом, отсюда сле!

дует, что здесь  оптимальное управление будет
 !импульсным, а именно:

00, [ , ] \ ;
( )

( ), ,
k k k

f k
k

i i i k

t t
u 

            

I
I  (15)

где 
1,

{ }
k k kk i i r I , и, соответственно, полный

импульс управления будет равен 
1

1
| |

k

k
k

r

i
i k

 
 ,

а значения 
ki

 , 1,k ki r , отыскиваются с уче!
том граничных условий (9).

Если теперь в (7) принять T
k k k l c , где

1

1
m

k
k 

  , и 0k k k l ξ  ( 1,k m ), то в силу

свойств функций ω ( )k
   тогда выполняются сле!

дующие условия: 0 1 1 ... m m        . Отсю!

да получаем 0
k

k


 


 , 1,k m , то есть 0  –

среднее гармоническое 1,
{ }k k m . Соответствен!

но, оптимальное управление (15) для подсистем
(5) является таковым и для системы (4).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основной результат в настоящей статье зак!
лючается в следующем: проблема моментов (7),

(8) в pL ,  1,2,p   , для задачи оптимального
управления (4), (6) в общем случае сводится к
решению проблем моментов для  парциальных
подсистем (5), (6) только тогда, когда имеет ме!
сто ν =p  для показателя векторной нормы
||( )|| . Если ν p , то решения парциальных
задач оптимального управления (5), (9) с соот!
ветствующими функционалами типа нормы в

qL  ( 1
11 
qp

) не доставляют решения задачи

(4), (6), хотя в том случае, когда степень их нео!
птимальности является вполне допустимой, они
могут быть приняты не только как соответству!
ющее приближение в процедуре реализации
принципа Сандерса, но и в качестве приближен!
но оптимального управления для исходной мно!
гомерной системы (4), (6).
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The questions of reducibility of the optimal moments problem of the optimal control problem with
functionals of the norm type in qL ( 1, 2,q   ) for multivariable linear systems to particular moments
problems in decomposition of the initial system to the direct sum of partial subsystems of smaller dimension
are considered. The decision of considered problems are found using Krasovsky’s maximum principle.
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