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ВВЕДЕНИЕ

Современные спутники с 15�летним сроком
активного существования для высокоточной
коррекции их орбитального движения оснаща�
ются двигательной установкой на основе плаз�
менных реактивных двигателей (РД), которые
имеют  высокий  удельный  импульс  и  большое
энергопотребление.

При проектировании малых спутников (мас�
сой от 500 до 1000 кг, например спутников связи
на базе платформы “Экспресс�1000” ИСС им.
акад. М.Ф. Решетнева, рис. 1) рационально при�
менять только плазменные РД во всех режимах
управления как поступательным, так и враща�
тельным движением космического аппарата
(КА). В данной проблеме имеются такие огра�
ничения [1]: при групповом выводе малых спут�
ников в процессе отделения их от ракеты�носи�
теля каждый КА может обладать вектором на�
чальной угловой скорости произвольного
направления  с модулем до 20 c/ , при таком
вращении КА электроэнергия, требуемая для его
бортового оборудования, обеспечивается пане�
лями солнечных батарей (СБ) или химически�
ми аккумуляторами, причем энергия, генериру�
емая фотоэлементами панелей СБ, зависит от
угла между нормалью к их активной поверхнос�
ти и направлением на Солнце; плазменные РД
обладают малыми значениями тяги (несколько
грамм) и, следовательно, способны создавать
только малые управляющие моменты, что обус�

лавливает длительное время, необходимое для
успокоения КА; плазменные РД могут исполь�
зоваться на борту КА только после некоторого
временного интервала aT  их технологической
подготовки для активизации, который в зависи�
мости от типа плазменных РД может составлять
от нескольких часов до нескольких суток после
отделения; строгие требования, предъявляемые к
массе системе управления движением (СУД) ма�
лого спутника, приводят тому, что доступный ки�
нетический момент (КМ) бортового силового ги�
роскопического комплекса (СГК) на основе реак�
тивных маховиков (РМ) либо гиродинов (ГД)
является существенно меньшим, чем значение
КМ корпуса спутника в момент его отделения.

Проблема состоит в обеспечении такого дви�
жения КА после его отделения, при котором удов�
летворяются энергетические условия работоспо�
собности СУД без использования плазменных РД,
и далее после временного интервала aT  активи�
зации плазменные РД способны завершить успо�
коение КА и установить его ориентацию относи�
тельно направления на Солнце. Предлагаемый
подход к решению этой проблемы основывается
на двух принципиальных положениях:. плазменные РД применяются как для уп�
равления ориентацией КА и разгрузки СГК от
накопленного КМ, так и управления орбиталь�
ным движением центра масс КА – решения за�
дачи коррекции его орбитального движения;. в начальном режиме движения КА сразу
же после его отделения применяется только
мало�массовый СГК, имеющий малые ресурсы
по доступному КМ, без включения плазменных
РД в контур управления.

В момент времени отделения 0t  вектор КМ
корпуса КА 000 )( GJK  t  имеет произволь�
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ное направление, поэтому главная задача состо�
ит в совмещении этого вектора с осью yO  макси�
мального момента инерции корпуса КА, исполь�
зую при этом только СГК, имеющего малые ре�
сурсы по размерам областей вариации векторов
его кинетического )(tH  и управляющего )(tM
моментов. Существенно нелинейные динамичес�
кие процессы возникают при перемещении век�
тора )()()( ttt H JG  суммарного КМ меха�
нической системы относительно связанной с кор�
пусом КА системы координат (ССК) xyzO . При
этом на борту КА включается датчик Солнца, с
помощью которого определяется направление на
Солнце в ССК, и, при необходимости, панели СБ
разворачиваются на некоторый угол p , где

2700  p . В результате предлагаемой пере�
закрутки корпуса КА вектор его угловой скорос�
ти будет направлен по оси yO  ССК, которая пер�
пендикулярна оси вращения панелей СБ.

В предельных случаях в зависимости от на�
чальных положений вектора G  и орта S  направ�
ления на Солнце, панели СБ будут освещаться
Солнцем либо непрерывно, когда векторы G  и
S  совмещены, либо периодически, кода эти век�
торы перпендикулярны, см. рис. 2. На этом эта�
пе миссии спутника СГК формирует внутренние
управляющие моменты и плазменные РД не ис�
пользуются. На следующем этапе начальных ре�
жимов СУД плазменные РД включаются и со�
здают внешние управляющие моменты для успо�
коения спутника.

Современное состояние теоретических ас�
пектов рассматриваемой проблемы подробно
представлено в предыдущих работах [2 – 3]. В
данной статье намеренно рассматриваются толь�
ко принципиальные аспекты синтеза нелинейно�
го закона управления для совмещения оси yO
ССК с вектором КМ спутника при отсутствии

Рис. 1. Малый спутник связи на основе платформы “Экспресс�1000”

Рис. 2. Расположения КА относительно Солнца
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всех внешних возмущающих моментов. Решение
данной весьма непростой задачи теоретической
механики и теории управления движением ос�
новывается на строгом доказательстве устойчи�
вости требуемого вращения КА. Полученные
результаты компьютерной имитации нелиней�
ных колебаний при перезакрутке упругого КА,
которые затухают на завершающем этапе этого
процесса, подтверждают эффективность предло�
женного закона управления КА только внутрен�
ними моментами, реализуемыми СГК.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

Модель динамики КА как свободного твер�
дого тела (ТТ) с одной закрепленной точкой и
некоторым СГК имеет известный вид

H  MGK  ; JK  ; HKG .  (1)
Здесь векторы�столбцы G , K  и H  соответ�

ствующих КМ представлены в ССК и для про�
стоты предполагается, что в ССК xyzO  тензор
инерции корпуса КА вместе с неподвижным СГК
является диагональным, т.е.

  },,{diag zyx JJJJ .
Рассматриваются СГК двух типов – на осно�

ве 4 РМ по схеме GE и на основе 4 гиродинов по
схеме 2�SPE, представленных в приборной кано�
нической системе координат на рис. 3 и рис. 4,
соответственно.

Форма выпуклых областей допустимой ва�
риации вектора КМ таких СГК определяется уг�
лами w и g  соответственно, а их требуемое
расположение достигается положением прибор�
ной системы координат в ССК. При наличии ог�
раничений на модуль КМ и управляющий мо�
мент каждого РМ

m
p ht |)(h| ; m

p Mt |)(M| , 41p ,    (2)
либо ограничений на модуль угловой скорости по�

ворота каждого ГД относительно оси его подвеса
m

p ut  |)(|  , 41p ,                (3)
векторы кинетического и управляющего момен�
тов СГК будут ограничены.

Простейшая модель динамики КА как сво�
бодного упругого тела с СГК при стандартных
обозначениях представляется в векторно�мат�
ричном виде
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где вектор КМ qDKG   H  и диагональная
матрица   составлена из собственных парциаль�
ных частот упругих колебаний конструкции КА.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть в начальный момент 0t  вектор КМ
СГК 0)( 0tH . Модуль вектора КМ корпуса КА
в начальный момент времени 0t предполагается
ограниченным заданной постоянной, т.е.

*
00 |||| kK , где 0*

0 k , но направление этого век�
тора является произвольным. Поэтому в момент
времени 0tt   вектор КМ всей рассматриваемой
механической системы 00 KG   при условии

*
0

*
00 |||| kgg o G . Инерционные параметры

спутника считаются известными и предполага�
ется возможность измерения векторов )(t  и
)(tH .  Введем фиксированный в ССК орт

{0,1,0} yef , который направлен по оси yO
максимального момента инерции корпуса КА,
либо противоположен ему, тогда орт

1,0}{0, yef . Задача состоит в синтезе

Рис. 4. Схема СГК на основе ГДРис. 3. Схема СГК на основе РМ
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закона управления СГК ),( HMM  , который
обеспечивает выполнение условий

ff JK  ; fff  ; fff Η ,      (5)
с заданной точностью в некоторый момент вре�
мени fTt  ,  где )( ff TKK  ;  )( fff T  ;

)( ff TΗΗ   и  ff T , в частности 0f  .
В последнем случае, учитывая равенство

oy gJ  ff ,  получаем соотношение

yo Jg /f  .
После решения этой принципиальной про�

блемы должна быть решена задача распределе�
ния вектора управляющего момента СГК

),( HMM   с избыточным числом РМ либо
ГД между этими электромеханическими испол�
нительными органами. Решение такой задачи
опубликовано в [3] и  поэтому в силу ограничен�
ности объёма статьи здесь не приводится.

СИНТЕЗ  НЕЛИНЕЙНОГО
ЗАКОНА  УПРАВЛЕНИЯ

В соответствии с классическими законами
теоретической механики при отсутствии вне�
шних моментов вектор суммарного КМ

)()()( ttt H JG  рассматриваемой механи�
ческой системы неподвижен в инерциальной
системе координат (ИСК), но кинетическая
энергия вращательного движения ТТ может из�
меняться внутренними моментами [4]. Орт

0/)()}({)( gttgt i Gg   указанного вектора
КМ также неподвижен в ИСК, но в ССК этот орт
перемещается в соответствии с уравнением

)()()( ttt gg   .                    (6)
Пусть в процессе вращательного движения

КА по измерениям векторов )(t  и )(tH  в ССК
вычисляются следующие функции:. значение орта 0/)()( gtt Gg   суммарно�
го КМ механической системы;. значение вектора fg  )()( tt ;. значение орта ||)(||/)()( ttt e  при

0const)(sin)(||)(||   ttSt ;. косинус угла )(t  между ортами )(tg  и

f , т.е  fg ),()(cos)( tttC .
Будем также считать, что в момент времени

0t  вычисляется фиксированный индикатор
)(Sgn 0f tCa   направления орта f  в ССК, где

функция xSgn  определяется так: 1Sgn x  при
0x  и 1Sgn x  при 0x . В результате орт

f  в ССК вычисляется по соотношению ya ef f .
В ССК векторное рассогласование )(t  между
действительным и требуемым положениями век�
тора угловой скорости КА представляется в виде

ff)()()(  ttt  .             (7)
При обозначении fg  )()( tt  в качестве

меры близости ортов )(tg  и f  принимается ска�
лярная функция

0),(12/)())((v)(v  fg tttt pp
 . (8)

Эта функция принимает положительные зна�
чения при всех fg )(t  и обращается в нуль
только при совпадении указанных ортов. При
отмеченном выше выборе орта f  в  виде

}0,1,0{ff aa y  ef  мы всегда имеем 1)( 0 tvp .
Учитывая стандартные векторные тождества

 )(,)(,)(, bacacbcba  и соотно�
шение для локальных производных векторов в
ССК )()()()( tttt gg     в силу (6) и не�
подвижности орта f  в ССК, а также выражения

ff)()(  tt   из определения (7), производ�
ная функции )(tvp  (8) получается в виде

 )(),()(),()(v tttttp   .          (9)
Векторы )(t  и )(t , характеризующие бли�

зость ортов )(tg  и f , связаны между собой та�
кими важными тождествами:

)4/1( 222   ; ))1(1/(2 2/1222   ,(10)
причем вектор )(t  изменяется в ССК в соот�
ветствии с векторным уравнением

  ,,;)()( ffgtt ,  (11)
где использовано векторное тождество

 baccabcba ,,)( .
Учитывая, что в ССК )()( tt     согласно

(7), и соотношения
0ff000 )()( ggggt  HKfgfgG ;

)( f0 HH  gJ ; GJ    ,
уравнение (1) представляется в простейшей форме

H  MJ )()()( 0 tgtt  .         (12)
Определенно положительная скалярная

функция )2/()()2/(v 2
f hhe jj HH   ха�

рактеризует кинетическую энергию СГК в его
движении относительно требуемого положения
равновесия в ССК, где постоянная величина hj
представляет инерционные свойства СГК. Тре�
буемое движение ТТ };{ 00  O  пред�
ставляется также в виде };{ 00  O  в
силу тождеств (10).

Введем обозначение     и рассмот�
рим сначала случай движения ТТ в малой обла�
сти }||{||}||{|| 1   O , когда не прояв�
ляются ограничения на вектор HM . Для
определения структуры закона формирования
вектора управляющего момента СГК

),( HMM   введем функцию Ляпунова
)(v,)/()(v),(V  ehp jaab  P ,(13)

где матрица P  является  определенно положи�
тельной и 0a , 0b  – постоянные парамет�
ры. С учетом тождеств (10) при большом значе�
нии параметра b  функция (13) является опре�
деленно положительной в отношении векторных
переменных  (  ) и  . Её производная с уче�
том (9) и (12) имеет вид

hjab /],,[,V    PM ,      (14)
где вектор  Pa . В области O  закон уп�
равления СГК принимается в виде

][  DDMM kmjq h    (15)
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с параметрами 0q ,  0 ajqm h ,
0/1  ak  и определенно положительной мат�

рицей 1 PD .
Теорема. Для требуемого движения O  мо�

дели механической системы (11), (12) с законом
управления (15) гарантируется свойство экспо�
ненциальной устойчивости

)exp( 00  tttt ,   (16)
для произвольного вектора начальных условий

OO  000 )}(),({ tt   при выборе достаточ�
но большого параметра 0)( 0 gq .

Д о к а з а т е л ь т в о. Производная (14) фун�
кции (13) с учетом соотношения (15) представ�
ляется в виде




)(,)/(,
),2,(,V 2




PD
JP

hjaq

qbaqa
(17)

где вектор  0g J  и векторная функция 
определена в (11). Учитывая представление

  ,,2,, 2
00 DDJJDJD gg

и аналогичные представления других членов в
соотношении (17), а также тождеств (10), с при�
менением общеизвестной леммы Шура можно
убедиться в справедливости мажорирования

),W(V  , где скалярная функция ),W( 
определенно положительна в отношении вектор�
ных переменных   и   при больших значениях
положительных параметров b  и q , зависящих
от модуля 0g  вектора G  КМ системы. По ана�
логии с подходом Е.Я. Смирнова [5] доказыва�
ется, что 0))(),(W()W(  ttt   и функция

)V(t  монотонно уменьшается. Оценка (16) вы�
водится с помощью мажорирования функций V

и W  квадратичными формами
( 0,V 121   aaa ;  0,W 121   bbb )
с получением параметров )2/( 21 ab  и

2/1
12 )/( aa . 

Благодаря тождеству )( f0 HH  gJ
закон управления (15) представляется в очень
простом виде )]()([ fHH  DMM ktm 
для вектора состояния системы из малой ок�
рестности требуемого движения ТТ O . Вне
этой окрестности такой закон управления не�
эффективен в силу наличия многообразий ста�
ционарных движений гиростата [6], которые
существуют при условиях 0JM    0g ,

cJ   0g  и cP a , когда постоянный век�
тор 0c  . Поэтому необходимо применять дру�
гие простые законы управления для наискорей�
шей перезакрутки КА, без “застревания” его дви�
жения на всех таких многообразиях, отличных
от требуемого движения O , и с учетом ограни�
ченности вектора управляющего момента

HM  СГК. При обозначениях
)])(()(Sgn)([ fHH   tktCtmr DeM  ,

 },,),(Sgn{* zyxit gM i
r M ,

где 0* M  является большим постоянным пара�
метром, разработанный простой закон управле�
ния СГК релейно�непрерывного типа имеет вид













 



,||||
;||||
;||||

2

21

1









r

r

M
M
M

M
 (18)

где, например, параметры 1.01   (угол  )
и 5.02   (угол 30 ).

Рис.  5. Перезакрутка КА как ТТ: a – с помощью 3 РМ, b – с помощью 4 ГД
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РЕЗУЛЬТАТЫ
КОМПЬЮТЕРНОЙ ИМИТАЦИИ

С применением закона управления (18)  вы�
полнена  тщательная  имитация движения КА
при его перезакрутке, при этом были приняты
значения диагональных элементов тензора инер�
ции ТТ 2m670,3600,2900 kgJJJ zyx 
[2] и следующие условия: в начальный момент
времени 0t  вектор КМ механической системы

00 KG   с модулем Hms300|||| 00  gG  на�
правлен по орту }1,0,0{f  в ССК, т.е. в ССК

}1,0,0{)( 0 tg ;  требуемое положение орта
)( fTg  в ССК задано значением }0,1,0{)( f Tg ,

т.е. в ИСК ось вращения спутника нужно развер�
нуть на угол 90 . Здесь для простоты и ясности
были исследованы две простейшие схемы СГК:

1) классическая схема СГК на основе 3 РМ,
Hm15.0mM  и Hms5mh ;

2) каноническая схема СГК на основе 4 ГД,

Рис. 6. Перезакрутка упругого КА с помощью СГК на основе 4 гиродинов
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 g ; Hms5.7gh  и /s10mu .
Рис. 5 и рис. 6 представляют полученные ре�

зультаты по динамике указанной перезакрутки
КА как твердого и упругого тела, соответствен�
но. На этих рисунках четко виден асимптотичес�
кий характер стремления переменных состояния
КА и СГК к требуемым значениям при заверше�
нии перезакрутки.

При практической реализации предложенно�
го подхода необходимо учитывать, что в общем
случае для обеспечения освещенности панелей
СБ Солнцем угол p  установки их относительно
корпуса КА может быть произвольным, следова�
тельно тензор инерции спутника в ССК не будет
диагональным. Поэтому при формировании век�
тора управления СГК необходимо выполнять ос�
новные расчеты в главных центральных осях
инерции текущей конфигурации конструкции КА
с соответствующим пересчетом вектора управле�
ния на конкретные исполнительные органы СГК,
оси  которых зафиксированы в ССК.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены принципиальные аспекты нели�
нейных процессов при перезакрутке спутника для
совмещения оси его наибольшего момента инер�
ции с произвольно заданным в ИСК направлени�
ем вектора КМ корпуса КА. При этом использо�
ваны слабые внутренние управляющие моменты,
формируемые СГК с ограниченными ресурсами.
Для реализации перезакрутки КА разработан про�

стой нелинейный закон управления СГК, кото�
рый обеспечивает асимптотическую устойчи�
вость требуемого движения спутника. Эффектив�
ность предложенного подхода подтверждена ре�
зультатами компьютерной имитации.

Работа поддержана РФФИ (грант 11�08�
01037) и отделением ЭММПУ РАН (программа
фундаментальных исследований № 14).
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STABILITY  AND  NONLINEAR  OSCILLATIONS  AT  A  FLEXIBLE
SATELLITE  RESPINUP  BY  WEAK  INTERNAL  TORQUES

Ye.I. Somov

Samara State Technical University
Samara Scientific Centre, Russian Academy of Sciences

Nonlinear processes are considered at a satellite respinup for combining the body angular momentum on its
maximum inertia axis with direction of any given unit into inertial reference frame. Moreover the weak
internal torques are applied which are formed by gyromoment cluster with bounded resources. For realization
of such respinup we synthesized nonlinear control law which ensures asymptotic stability of given satellite
motion. Efficiency of suggested approach is confirmed by results of computer imitation.
Key words: spacecraft, attitude gyromoment control, respinup
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