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Выполним некоторые технические процеду�
ры и назовем некоторым процессом в узле САП�
РТЭП процесс, который развивается во времени
поочередно на периодах занятости и незанятос�
ти узла обработки запросов. Ранее были получе�
ны параметры процесса на периоде занятости, где
используются следующие зависимости:
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с помощью методов теории восстановления [1]
получили из процессов на периоде занятости ис�
ходный процесс.

Предположим, что исходный процесс начина�
ется в момент t=0 при наличии в системе i запро�

сов (i0), а запрос поступает в узел на обработку.
Тогда, если [t

1
, t

2
…] – последовательность мо�

ментов времени, в которые начинаются периоды
занятости, то последовательность отрезков вре�
мени )2k](ttt[ 1kkk    представля�
ет собой последовательность независимых и оди�
наково распределенных случайных величин, каж�
дая из которых имеет плотность

).texp()t(b)t(r    (4)
Следует учесть, что каждая величина

)2( kk  является суммой периода занятости,
начинающегося при наличии одного запроса, и
последующего периода незанятости, тогда
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В соответствии с зависимостями теории вос�
становления 1  (величина отрезка t

k
 до первого

начала периода занятости) зависит только от
начальных условий.

Если )(tlri  означает плотность величины l
для процесса, начинающегося при наличии в си�
стеме i запросов (iі0), то
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Из этого следует
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где 1)S(b0  .
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i
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В соответствии с зависимостями теории вос�
становления рассмотренная последовательность
случайных величин )1( kk  образует процесс
восстановления с запаздыванием, при этом, если
h

i
(t) – плотность вероятности восстановления, i

– первоначальное число требований в системе,
то имеем в соответствии (7) равенство вида

)].(/[)()( SbSSbSh ii    (8)
Определим следующие вероятности
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]i)o(m|0)t(m[P)t(li  .
Производящая функция системы имеет вид
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что следует из (8); кроме того, )(Sbi  определяет�
ся из соотношения (5), причем

 );S(b)S(b1   .1)S(b0 
Обращение этих выражений  во временную

область – задача весьма сложная. Учитывая то,
что необходимо исследовать поведение процесса
в окрестностях только точки с нагрузкой, равной
единице, имеет смысл оценить предельное пове�
дение полученных зависимостей, полагая
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)(lF  задается соотношением (2).
Используя выражение (9), получим выраже�

ние для среднего числа запросов. В силу (13) и
(12) соотношение (11) перепишем в виде
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Положив 0m  и используя (11) и (12), по�
лучим .l1)0(lAN 

При 1m  с учетом (15) получим
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В соответствии с выражением (13) уравнение
(17) запишем в виде (математическое ожидание
числа запросов в узле)
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Таким же способом можно получить и осталь�
ные моменты.

Обозначим через   величину N  и
рассмотрим изменение )m(E  и )1( l  (заня�
тость системы) в предположении, что время об�
работки имеет экспоненциальное и постоянное
распределение.

Из выражения (18) следует, что влияние фун�
кции распределения времени обработки весьма
существенно в точке 1 , а при 1  вли�
яние вида функции распределения весьма мало.

При 1*   величина 0l  и N ,
так что

*)/11(N)m(E  .               (19)
Таким образом, какое бы распределение вре�

мени обработки не имело место, график функции
)(mE  асимптотически  приближается к прямой,

проходящей через точку *)/11,1(   под уг�
лом *)/11(arctg  , то есть )m(E  с боль�
шой точностью можно аппроксимировать пря�
мой. Точное исследование подтверждает резуль�
таты исследований.

Кроме длины очереди в окрестности 1* 
необходимо определить время ожидания обработ�
ки. Поэтому расчет времени ожидания обработки
управляющих программ в САПРТЭП проведем, ос�
новываясь на вышеизложенных предположени�
ях. Обозначим через )t(Wi  время, необходимое
для полной обработки всех запросов, которые
присоединились к очереди до момента t исходно�
го процесса (время разгрузки). Плотность рас�
пределения )t(Wi  обозначим через )t,(i  .
Для дисциплины очереди – «пришел первым –
первым обслужен» – интервал [3] разгрузки ра�
вен времени ожидания запроса при условии его
поступления в момент времени t .

Найдем выражение )t,(i   через )t(Wi ,
равное интервалу разгрузки процессора в момент
времени t на периоде занятости.

Учитывая, что

]i)0(m|dt)t(W[Pd)t,( ii   ,(20)

имеем

(13)

(14)

(15)
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Используя выражение (20), получим
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где ),( Sja i  определяется из выражения (6).
Учитывая, что при   )()t,(lim i  

не зависит от начальных условий, получим
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где А(j) и l задается формулами (11)�(15).
Средняя длительность интервала разгрузки

равна
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Перепишем равенство (22) в виде

 /)l1(fN/)(E  ,       (23)

где  2/)B(E/1f 2 .
Представляет интерес анализ результата (23)

при 1*  и больше N.
Применяя те же соотношения, что и в случае

анализа функции E(m) , получаем

22 2/)B(E1*)/11(N/)(E   , (24)

то есть график  /)(  асимптотически стре�
мится к прямой, вид которой зависит от второго
момента функции распределения времени обра�
ботки )B(E 2 .

Тогда при больших *  значение  /)(E
можно вычислить по формуле (24).

Полученные зависимости показывают, что при
работе любого узла в режиме большой нагрузки
его параметры связаны линейными зависимостя�
ми. Этот результат позволяет резко упростить
вычисления при синтезе управляющего вычисли�
тельного комплекса САПРТЭП, а также получить
зависимости, позволяющие определить в явном
виде параметры процессов в различных узлах мар�
шрутов передачи информации в предположении,
что известны точные характеристики, как процес�
са появления запросов, так и параметров обработ�
ки, причем на эти характеристики накладывались
определенные ограничения.

Однако эти зависимости были получены для
случая выполнения обработки и передачи инфор�

мации в узле, нагрузка на который 1  и толь�
ко в отдельные моменты времени может приоб�
ретать значение 1  с последующим обяза�
тельным возвращением к значениям 1 .

Учитывая, что в комплексе технических
средств таких узлов достаточно много, особый
интерес представляет случай, когда в критичес�
ких ситуациях )1(   находятся несколько или
все узлы системы. Не снижая общности рассужде�
ний, выделим на любом маршруте m таких узлов с
номерами m

1
, m

2
,…, m

n
 (n в общем случае  ).

Рассмотрим совместное поведение этих узлов.
Введем в рассмотрение следующую последо�

вательность временных интервалов t [бесконеч�
ную матрицу]:
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,                           (25)

где l
jn  – интервалы времени между поступаю�

щими запросами;
S
jn  – интервалы времени обработки;

 n – номер узла;
 j – номер цикла взаимодействия и номер эле�

мента в этой последовательности.
Обозначим также через )(M   момент

порядка b от случайной величины t.
Введем следующее предположение для функ�

ции распределения:
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(26)

где n  и nd  – некоторые произвольные посто�
янные. Рассмотрим установившийся процесс,
поэтому вместо условия n  будем писать
эквивалентное условие m . В системе урав�
нений (26) отношение dMM lS  /1/   по�
казывает, во сколько раз интенсивность входно�
го потока в любом узле больше его пропускной
способности.

Очевидно, чтобы уменьшить число теряемых
вызовов, количество каналов m должно быть
сравнимо с d/1  .

Введем параметр dm1*   . Здесь
всегда 0*  , что означает, что система полно�
стью загружена, если же 0*  – система недо�
гружена.

при m
n
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Введем случайную величину lm   та�
кую, что *)1(M    – момент с номером
т. Обозначим 


 MM  , 21   ;

 

).t(t/)]t(1)[t1()t(r

;d)(PeMe)t( l

0

ttr max







 




Определим вероятность отказа в выполнении
обработки как:

 ).mq(PlimPP k
k
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Тогда:
1. Если  *  (e – любое, не зависит от n ),

при m  и 0
*~ P ;

2. Если CM   (С – не зависит от n), то
последнее соотношение справедливо и в том слу�
чае, когда 0* , но так, чтобы V~m* ,

C2/MM 2  ;

3. Если   /)1(
*m , 21   , то
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V
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где Ф – функция нормального распределения с
параметрами (0,1).

Используя утверждение 3, можно показать,
что если существуют моменты более высоких по�
рядков, то для них существуют соотношения, ана�
логичные утверждениям 2 и 3. Физический смысл
этих утверждений следующий.

Если   , то это означает, что все рассмат�
риваемые узлы системы на данном маршруте заг�
ружены и практически не простаивают. Очевид�
но, что за достаточно большое время эти узлы
успевают обработать примерно 2/ Mmt  зап�
росов. Доля необработанных запросов составит
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Смысл утверждения 2 состоит в том, что при

V~m  число свободных узлов (нормиро�

ванных величиной m ) ведет себя во времени
как некоторый диффузионный процесс с отраже�
нием, аналогичный рассматриваемому в системе
”гибель�размножение” [3]. Причем для этого слу�
чая в соответствии с общим результатом [2] воз�
можно применение для расчета параметров уз�
лов формул в явном виде.

Утверждение 3 – это способ определения ми�
нимальных потерь запросов в системе. Докажем
утверждения 1�3 по методике [2]. Для доказатель�
ства используем известные в теории массового
обслуживания соотношения для вероятности от�
каза обработки в канале [3]
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Рассмотрим отношение двух соседних слага�
емых в соотношении (27)
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(28)

Из (28) следует, что функция )t(r  регуляр�
на в интервале ]1,0(b ,  непрерывна при

0T  , *1)0(r  . Покажем, что )(tr
монотонна при 0* .

Учтем, что на интервале (0, 1] 1)( tr . Это
следует из того, что 1)0( r ,  а уравнение

tt 1)( , эквивалентное в области t>0 урав�
нению 1)( tr , не имеет положительных реше�
ний. Функция )(t  выпукла вниз. Поэтому в
равенстве )t('t/)]t(1[    в диапа�
зоне 0<t<1  выполняется монотонность

)t(  . Кроме того, )('   также моно�
тонна и
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Таким образом, )(tr  – произведение двух
монотонно убывающих сомножителей.

Такое же заключение можно сделать о функции
)t(t/)]t(1)[t1()t(r 111 

при 0M1* 11   ,

где m/)1m(1   ; 'St
1 Me)t(   .

Очевидно, что отношение jr  может быть за�
писано в виде

 ).1m/j(rr 1j 
Для вычисления суммы (27) учтем, что

CMM  
 ; 21   ;

 .0)m( /)1(
1
*  
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Тогда CM 1 

 ;   /)1(

1 )m( * ;

)t(Mt1)t(r 1
11
*   ,

где CtM  )(0  при 10  t .
Имеем:
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Учитывая, что  2/1
11010 )*(*)*1ln(  mjj ,

Получим
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При  *  (30) может быть получено как
следствие (29) и того факта, что *1~ jr
при mj / . Таким образом, утверждение 1
доказывается.

Для доказательства положений 2 и 3 введем

интегральное представление для суммы 


m

j

jA
0

.

Имеем

,RRRdt
t

t1
lnm

)jm(j2

m
ln

RRR)
m

j
1ln()jm(

m

j
lnj

)1m(j2

m
ln

j

m
ln

jmjm

jm

0

jmjm

























(31)

где nR  – остаточный член в формуле Стирлинга
для !ln n . Тогда
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Функция  )t(t/)]t(1[ln)t(D   имеет
на (0, 1] непрерывную и ограниченную произ�
водную C)0('' . Поэтому равномерна по k
функция
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В этом случае
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равномерна по j .

Используя (31) и

 Rjj2lntdtlnm)m!jln(Mln)o(B
m/j

0

j
1    ,

находим
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Потенцируя, получаем

]R)1(o1[e)m/j(CA jm
)m/j(mJ

j  . (32)

где jA  равномерно по .1m,...,1,0j 
В (32) обозначено
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1
)t(C


 ;


r

0
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При mj   находим
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 .   (33)

Обратимся к (27). Пусть 1*1M   .
Тогда 1)o('  , и уравнения t1)t(  ,

1)t(r   имеют единственный положительный
корень 0 . Тогда   – точка максимума фун�
кции )(tJ , так как

.0)(/)]('1[)(r)("J

;0)(rln)t('J







При этом )('   будет близка к �1, когда *
мало. При 0* 

*)(oM/**)(oM/*2 2    ;

.)1(oM)("J   (34)

)(" J равномерно ограничена сверху отри�

цательной постоянной. Других экстремумов
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Научные сообщения

)(tJ  не имеет на интервале (0, 1). Поэтому при
01   и 0  1)(J)t(J    вне интер�

вала ),(   , принадлежащего (0, 1]. Из
ограниченности M  следует, что при некотором

0C  C)1(   и C1 . Поэтому для
любых  , B , удовлетворяющих неравенствам

  b0  и 1 B , имеем

.)]1(o1[e)m/j(CA
m

0j

Bm

bmj

)m/j(mJ
j 

 


Используя метод Лапласа для вычисления
этой суммы
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Используя равенство (34) и 1)0(C  ,

]*)[(oM2/*)()(o2/M*)1ln()(J 2222   .

Если  m* , то

)].1(o1[Me/m2P )(mJ1  
Остался случай 1M  , 1M  .

Здесь
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Обозначая через 2D)o("J  ,
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где 0)( t  при 0t . Тогда, учитывая, что
изменение N  настолько медленное, что

0)m/N(N 2   получаем
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где во втором интеграле )N2m*u(  
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Учитывая, что
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окончательно получим
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В частности, при mV~* ,

)]1(oM)o("J*),1ln()o('J[oV   ,

получим

)].1(o1[
M

V
Ф)M2/Vexp(

M

m2
P 21 






 

При m*  в соответствии с преды�
дущим 2*)(m   и

 /1~D*/1~P 21 *  положения 2 и 3
доказаны.

На основании вышеизложенного можно сде�
лать следующее заключение или выводы, что ана�
лиз параметров процесса в узле САПРТЭП и
полученные зависимости в виде математических
моделей показывают, что  при работе узла в ре�
жиме большой нагрузки, его параметры связаны
линейными зависимостями и этот результат по�
зволяет резко упростить вычисления вычисли�
тельного комплекса системы САПРТЭП авиаци�
онного производства, а для определения предель�
ных характеристик процессов в сложных
информационных узлах САПРТЭП необходимо
и достаточно вычислить сумму потоков, их рас�
пределение по очереди в обработку с использо�
ванием метода Лапласа и выравниванием функ�
ции Д(t), и определением максимума функции J(t)
с положительным корнем m > 0.
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