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1. Научный интерес в настоящее время пред�
ставляют теоретические и экспериментальные
исследования нелинейных процессов в сложных
квантовых системах под действием внешних элек�
тромагнитных полей. В работах [1, 2] наблюда�
лось явление изотопически�селективной диссоци�
ации многоатомных молекул (BCl3, SiF4, SF6)
при различных характеристиках CO2�лазера. В
работах [3,4] исследовалась инфракрасная мно�
гофотонная диссоциация молекул трихлорсила�
на (SiHCl3) и метилтрифторсилана (SiF3CH3).
Использование лазерного излучения для разде�
ления изотопов обсуждалось в работе [5]. Эта
идея была реализована в работе [6, 7]. Особенно�
сти диссоциации молекул UF6 в поле лазера и
применение этого явления для разделения изо�
топов урана обсуждаются в работе [8].   Описа�
ние таких процессов методом теории возмущений
вызывает затруднения, не описывает адекватно
экспериментальные данные.

В данной работе предлагается непертурба�
тивный подход к квантовому описанию эволю�
ции квантовой системы под действием электро�
магнитного поля. Описание поведения кванто�
вой системы и электромагнитного поля, с
которым она взаимодействует, дается в рамках
метода функционального интегрирования. Веро�
ятности квантовых переходов системы представ�
ляются как усреднение функционала влияния
электромагнитного поля методом функциональ�
ного интегрирования.  Для проведения числен�
ного моделирования вероятности переходов кван�
товой системы представлены интегралами по
траекториям от действительного функционала.
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2. Рассмотрим многоуровневую квантовую
систему, взаимодействующую с электромагнит�
ным полем. Полный гамильтониан системы име�
ет вид [9]:

 ,HHHH fieldsystfull int
ˆˆˆˆ 

где systĤ  � оператор Гамильтона квантовой си�
стемы (атомов, молекул);

 )2/1ˆˆ(ˆ  
kkkfield aaH  ,

� гамильтониан моды электромагнитного
поля, *ˆka  и ˆka  � операторы рождения и уничтоже�
ния моды k  электромагнитного поля;

 )aa(xgH kkk ˆˆˆˆ
int  

� гамильтониан взаимодействия исследуемой
квантовой подсистемы и электромагнитного
поля в дипольном приближении, где электромаг�
нитное поле поляризовано вдоль оси x , x̂  � опе�
ратор координаты частицы квантовой системы,
константа взаимодействия kg :
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где q  – заряд частицы квантовой системы, 0
� диэлектрическая проницаемость вакуума, V  �
объем квантования электромагнитного поля.

3. В ряде задач необходимо знать вероятнос�
ти квантовых переходов системы ( , | , 0)P m t n  из
состояния ( )n inx в начальный момент времени
t=0 в состояния ( )m fx  в момент времени t. В
работах [10�13] было показано, что они опреде�
ляются выражением:

( , | ,0)= ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) [ ( ), ( )]m f m fP m t n p t x t p t x t x x F x t x t              
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Формула (1) получена вне рамок пертурба�
тивных методов. Символично выражение (1),
удобно представить в виде:

*( , | ,0) = ( ) ( ) [ ( ), ( )] ( ) ( ) ,m f m f n in n in f f in inP m t n x x F x t x t x x dx dx dx dx           (2)

где черта означает фунциональное усреднение по
траекториям в соответствии с формулой (1). Для
вычисления вероятностей квантовых переходов
по формуле (1), необходимо знать явный вид
функционал влияния электромагнитного поля на
исследуемую квантовую систему [ , ]F x x ,  опре�
деляемого функциональным интегралом в голо�
морфном представлении:
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где  – комплесная переменая голоморфного
представления, определяемая уравнением

ˆ | | ,a    
*( ( ), ( ))field t t   , *( ( ), ( ), ( )))int x t t t     –

гамильтониан электромагнитного поля и гамиль�
тониан взаимодействия поля и квантовой систе�
мы соответственно, ( , ; = 0)field in in t    – стати�
стическая матрица плотности электромагнитно�
го поля в начальный момент времени, мера
интегрирования по голоморфным переменным в
(3) имеет вид:

.||||=)(


 ddd

Заметим, формулы (1), (2) показывают, что
процесс эволюции вероятностей перехода систе�
мы является процессом с памятью, то есть его
принципиально нельзя представить марковским
процессом.

 4. Явный вид функционала влияния на�
ходится путем вычисления функционально�
го интеграла (3), с заданной в соответствии
с  м о д е л ь ю  ф у н к ц и я м и *( ( ), ( ))field t t   ,

*( ( ), ( ), ( )))int x t t t     и ( , ; = 0)field in in t   .
Найдем явный вид функционала влияния

одномодового  электромагнитного поля частоты

 , которое в начальные момент времени нахо�
дилось в чистом когерентном состоянии | , а
конечное состояние которого может быть любым.
В этом случае начальная статистическая матри�
ца плотности ( , ; = 0)field in in t    примет вид:

 *( , ; = 0) ( ) ( ),field in in in int        
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где n  — среднее число фотонов в чистом ко�

герентном состоянии в моде  ,   — фаза элек�
тромагнитного поля.

Подставляя выражение для статистической
матрицы плотности (4) в выражение (3), и про�
водя вычисление функциональных интегралов
согласно работе [14], получим для функционала
влияния выражение

  )()()'(=)](),([ finin
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allin dddxxF 
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где явный вид коэффицинтов определяется вы�
ражениями
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 Проводя интегрирование по конечным и на�

чальный состояниям электромагнитного поля, рас�
сматриваемый функционал влияния примет вид:
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В дальнейших вычислениях будем полагать, что
интенсивность электромагнитного поля высока,
что позволяет пренебречь влиянием вакуума.

В этом случае функционал влияния (6) фак�
торизуется:

[ ( ) , ( ) ] = [ ] [ ] ,a llF x x f x f x    
где

,])(cos)([exp=)]([
0

0  dxqEixf
t

 

0
0

[ ( )] = exp[ ( ) cos( ) ].
tif x qE x d    
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Используя (6), (7) вероятность квантового
перехода (1)  можно представить в виде:

( , | ,0) = ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )m f m fP m t n p t x t p t x t x x           

0
exp[ ( ( ( ) ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ( ), ( ))) )]

t i p t x t p t x t p t x t p t x t dt                  


 

* ( ) ( ) ,n in n in f f in inx x dx dx dx dx    
где функция Гамильтона имеет вид:
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0( ( ) ) ( ') c o s ( ') .V x t q E x t t  
Для большого класса систем функция Га�

мильтона имеет структуру:
2
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В этом случае функциональное интегрирова�
ние по импульсам может быть выполнено анали�
тически и выражение для вероятности квантово�
го перехода представляется функциональным ин�
тегралом в конфигурационном пространстве

*

'
( , | ,0) = ( ') ( )[ exp[ ( ( ) ( ))] ( ( )) ( ( ))]
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f f
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здесь ( , )systL x x � функция Лагранжа исследуе�
мой системы,

0
0
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Начальная фаза когерентного поля   выб�
рана равной нулю. В этом случае влияние элект�
ромагнитного поля описывается потенциалом

0 cos( )V qE x   .
6. Для реальных систем вычисление вероят�

ностей квантовых переходов (9) аналитически�
ми методами вызывает значительные трудности.
Применение численных методов также сталки�
вается с трудностями в связи с комплексным ха�
рактером суммируемых выражений. Представля�
ется возможным преобразовать выражение (9) к
форме пригодной для методом численного интег�
рирования. Преобразуем подынтегральное выра�
жение в (9) к виду:

1 1exp[ ( ( ) ( ))] cos[ ( ( ) ( ))] sin[ ( ( ) ( ))]i S x S x S x S x i S x S x           
  

.

Так как штрихованные и не штрихованные тра�
ектории в выражениях (8), (9) независимые и
функция синус – нечетная, то функциональное
усреднение функции синуса дает нулевой вклад
в вероятности квантовых переходов в любом
представлении.

Таким образом, вероятность квантового пе�
рехода в фазовом и конфигурационном представ�
лениях имеет вид:

( , | ,0) = ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )m f m fP m t n p t x t p t x t x x           
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 (11)
Важным условием, при котором формулы

(10) и (11) справедливы, является веществен�
ность волновых функций ( )m fx , ( )n inx  опи�
сывающих стационарные состояния исследуемой
квантовой системы.

Таким образом, вычисление вероятностей
квантовых переходов может быть выполнено по
записанным формулам путем функционального
усреднения функции косинуса разности дей�
ствий, определенных в различных представлени�
ях (фазовом, конфигурационном и др). Впервые
указания на возможность представления вероят�
ностей квантовых переходов через функциональ�
ное интегрирования функции косинус были сде�
ланы Рязановым в 1958 году [15].

7. Рассмотрим эволюцию двухуровневой
квантовой системы в соответствии с предложен�
ной моделью. Вектор�состояние квантовой сис�
темы в основном стационарном состоянии обо�
значим |1 , в возбужденном � | 2  .  Будем по�
лагать, что частота электромагнитного поля
совпадает с частотой квантового перехода между
данными состояниями квантовой системы. На
основании формулы (11), методом Монте�Кар�
ло были вычислены вероятности квантовых пе�
реходов: P11 (вероятность нахождения кванто�
вой системы в основном состоянии) и P21 (веро�
ятность нахождения квантовой системы в
возбужденном состоянии) в зависимости от вре�
мени. Аппроксимация полученных данных пред�
ставлена на рис.1 для P11 и на рис.2 для P21.

Поведение вероятностей квантовых перехо�
дов на рис. 1 и 2 описывают известные осцилля�
ции Раби двухуровневых квантовых систем под
действием электромагнитного поля с резонанс�
ной частотой. Это подтверждает справедливость
формулы (11) для данной модели квантовой сис�
темы и электромагнитного поля.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В формализме функционального интегриро�
вания, методом функционала влияния вне рамок
теории возмущений была получена формула в
виде интеграла по траекториям для вычисления
вероятностей квантовых переходов системы под
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действием когерентного одномодового электро�
магнитного поля.

В функциональном интеграле сделан пере�
ход от комплексного подынтегрального функци�
онала к действительному, что дает возможность
применять метод Монте�Карло  для численного
расчета вероятностей квантовых переходов. По�
лученная формула апробирована для описания
динамики двухуровневой квантовой системы,
взаимодействующей с квантованным когерент�
ным одномодовым электромагнитным полем.
Численный расчет зависимости от времени ве�
роятностей нахождения квантовой системы в ос�
новным, в возбужденном  состояниях показыва�
ет, что они  осциллируют с частотой Раби.

В дальнейшем, на основании полученной
формулы вне рамок теории возмущений, пред�
полагается численное моделирование с исполь�
зованием высокопроизводительных вычисли�
тельных центров  динамики сложных квантовых
систем, взаимодействующих с электромагнит�
ным полем.

Работа выполнена в рамках задания Мини�
стерства образования и науки Российской Феде�
рации № 2.2459.2012 и федеральной целевой про�
граммы “Научные и научно�педагогические кадры
инновационной России” на 2009�2013 годы.
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