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Задача аппроксимации [1] является актуаль�
ной математической задачей. Для моделирования
различных процессов, в частности экономичес�
ких или физических, необходимо иметь функци�
ональную зависимость, описывающую исследу�
емый процесс. На практике, для получения та�
кой зависимости необходимо решить задачу
аппроксимации, позволяющую на основании
имеющихся данных построить функцию, описы�
вающую исследуемый процесс. Для решения за�
дачи аппроксимации существует множество ма�
тематических методов, однако их использование
в каждом случае сугубо индивидуально и не все�
гда возможно. В данной статье рассматривается
использование нейронных RBF�сетей для апп�
роксимации плотности распределения вероятно�
сти случайного процесса, которую можно пред�
ставить в виде [2] (1):
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где w
k
 – веса, настраивающиеся в процессе обуче�
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...,
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 – параметры функции активации.
RBF�сети используют в качестве функции

активации нейронов радиально�базисные функ�
ции. Общий вид радиально�базисной функции
можно описать уравнением:

    22 2 kkk cx
k ex   ,                     (2)

Чаще всего в качестве функции активации ней�
ронов радиально базисной сети используется фун�
кция Гаусса (2). В данной статье в качестве функ�
ции активации помимо функции Гаусса выбраны
две ядерные функции [3]: квадратичная ядерная
функция (3) и ядро Епанечникова (4).
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В исследовании в качестве случайного про�
цесса использовался набор выборок случайных
величин с заданным законом распределения.
Выборки генерировались при помощи метода
обратной функции. В качестве входных данных
для нейронной сети использовались значения
высот столбцов гистограммы.

В качестве алгоритмов обучения был исполь�
зован метод обратного распространения ошибки
[4], а также алгоритм K�means [5]. Данный алго�
ритм относится к классу градиентных алгорит�
мов, т.е. изменения весов связей производятся в
направлении минимизации градиента ошибки.
Ошибка при обучении равна разности сигнала
на выходе сети и эталонного значения выхода,
соответствующего входным данным.

Обучение по алгоритму K�means заключает�
ся в размещении центров радиально базисных
функций только в тех точках пространства, где
имеются информативные данные, и нахождении
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таких значений коэффициента сигма, чтобы об�
ласти охвата всех радиальных функций покры�
вали все пространство входных данных, причем
любые две зоны могут перекрываться лишь в не�
значительной степени.

Критерием остановки обучения является до�
стижение заданной погрешности. Результаты
аппроксимации можно оценить по формуле:
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где y
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 – значение функции, полученное сетью, 
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– эталонное значение функции.
Для решения поставленных задач было раз�

работано программное обеспечение, моделирую�
щее работу нейронной сети. Внешний вид про�
граммы представлен на рис. 1.

В исследовании использовались различные
законы распределения случайной величины,
ниже рассмотрены результаты для нормально�
го, равномерного закона и закона Симпсона. На
рисунках представлено сравнение выходного сиг�
нала сети с эталонным значением.

Закон распределения: закон Симпсона. Пара�
метры: a=1, b=4. Количество нейронов скрытого
слоя: 10. Метод обучения: метод обратного распро�

странения ошибки. Коэффициент обучения: 0,2.
В табл.1 представлены значения среднеквад�

ратического отклонения выходного сигнала сети
от эталонного значения для каждого исследова�
ния. Значение слева от черты соответствует ме�
тода обратного распространения ошибки, значе�
ние справа – алгоритму K�means. Число нейро�
нов скрытого слоя в эксперименте равно десяти.
Анализируя таблицу, можно отметить, что вы�
бор функции Гаусса в качестве функции актива�
ции сети является целесообразным для нормаль�
ного закона распределения и закона Симпсона.
Для равномерного закона распределения луч�
шим выбором будут ядерные функции.

В таблице 2 представлена зависимость зна�
чения среднеквадратического отклонения от чис�
ла нейронов скрытого слоя для случайной вели�
чины, распределенной по закону Симпсона. Зна�
чение слева от черты соответствует методу
обратного распространения ошибки, значение
справа – алгоритму K�means.

Как видно из таблицы, вариация числа ней�
ронов в скрытом слое не оказывает серьезное вли�
яние на аппроксимативные возможности сети. Из
таблицы следует, что для определения функцио�
нальной зависимости оптимально выбрать пять�
десять нейронов в скрытом слое.

В табл. 3 представлена зависимость значения

Рис. 1. Интерфейс программы
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среднеквадратического отклонения от коэффи�
циента обучения. На практике от коэффициента
обучения зависит сходимость алгоритма, слиш�
ком большой коэффициент может привести к не�
стабильности и расхождению. Анализ таблицы
показывает, что при маленьком коэффициенте

обучения алгоритм может не успеть сойтись при
заданном числе шагов. Оптимальным значени�
ем коэффициента обучения является 0,2.

Исследования показали, что использование
ядерных функций активации дает лучшие резуль�
таты для равномерного закона распределения и

 Нормальный Равномерный Симпсона 

Функция Гаусса 0,024 / 0,013 0,005 / 0,003 0,033 / 0,005 

Квадратичная 
ядерная 0,039 / 0,015 0,001 / 0,001 0,017 / 0,005 

Ядро Епанечникова 0,027 / 0,015 0,001 / 0,001 0,018 / 0,007 

Рис. 2. Использование функции Гаусса

Таблица 1. Значения СКО для различных законов распределения.

Рис. 3. Использование ядра Епанечникова
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закона Симпсона при обучении методом обратно�
го распространения ошибки. Алгоритм K�means
показывает идентичные результаты в обучении
сети для различных функций активации, и в боль�
шинстве случаев дает лучшее значение СКО, чем
метод обратного распространения ошибки. В об�
щем случае, для получения наилучших результа�
тов под конкретную задачу целесообразно подби�
рать оптимальную функцию активации.
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 0,05 0,1 0,2 0,3 

Функция Гаусса 0,024 / 0,007 0,015 / 0,007 0,033 / 0,005 0,054 / 0,006 

Квадратичная 
ядерная 0,014 / 0,006 0,009 / 0,005 0,017 / 0,005 0,034 / 0,004 

Ядро Епанечникова 0,022 / 0,009 0,012 / 0,006 0,018 / 0,007 0,013 / 0,006 

 5 10 20 30 

Функция Гаусса 0,019 / 0,008 0,033 / 0,005 0,012 / 0,007 0,012 / 0,006 

Квадратичная 
ядерная 0,039 / 0,007 0,017 / 0,005 0,011 / 0,004 0,016 / 0,004 

Ядро 
Епанечникова 0,014 / 0,007 0,018 / 0,007 0,098 / 0,004 0,012 / 0,003 

THE RESEARCH OF APPROXIMATIVE POSSIBILITIES OF RADIAL�BASIS NETWORKS
WITH DIFFERENT ACTIVATION FUNCTIONS

© 2013  S.A. Prokhorov, I.A. Lyozin, I.V. Lyozina, S.K. Latysh, S.A. Saiyan

Samara State Aerospace University named after Academician S.P. Korolev
(National Research University)

The article describes an automated system developed by the authors to approximate the probability density
function of random processes. This system uses radial�basis network (RBF), which uses kernel functions
as the activation of neurons in addition to the Gaussian functions. The article analyzes the results of
approximation produced by networks with different activation functions of neurons and concludes an
advisability of replacing the Gaussian functions by kernel functions.
Keywords: automated system, neural network, radial�basis network, approximation, random process,
Gaussian function, kernel function.

Таблица 3. Значения СКО для различного коэффициента обучения

ных процессов . Самара: СГАУ, 2001. 329 с.
2. Исследование аппроксимативных возможностей

радиально�базисной нейронной сети в зависимости
от алгоритма обучения / И.А. Лёзин, И.В. Лёзина, Д.Д.
Телегина. Цифровые модели в проектировании и про�
изводстве РЭС: межвузовский сборник научных тру�
дов [под редакцией проф. Н.К.Юркова]. Пенза: изд�
во ПГУ, 2012. Вып. 17.С. 279�289.

3. Деврой Л., Дьерфи Л. Непараметрическое оценива�
ние плотности. L1 – подход [пер. с англ]. М.: Мир,
1988. 408 с.

4. Хайкин С. Нейронные сети: полный курс .2�е изда�
ние.: [пер. с англ]. М.: Издательский дом «Вильямс»,
2006. 1104 с.

5. Осовский С. Нейронные сети для обработки инфор�
мации [пер. с польского И.Д. Рудинского]. М.: Фи�
нансы и статистика, 2002. 344 с.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


