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В настоящее время разработано множество
разнообразных функциональных устройств на
базе НМАС: модуляторы, ключи и переключате$
ли, преобразователи перемещения, регулируе$
мые линии задержки, преобразователи силы и
крутящего момента [1, 2], ключевые элементы [3]
и акселерометры [4, 5].

В качестве базовой схемы перечисленных
функциональных устройств используется ком$
пенсационная резонансная схема измерения, в
которой чувствительный (ЧЭ) и компенсацион$
ный (КЭ) магнитные выполнены на кольцевых
ферритовых магнитопроводах (рис. 1).

На ЧЭ 1 и КЭ 2 элементах расположены об$
мотки возбуждения 4, 5 и измерительные обмот$
ки 3, 6. Обмотки возбуждения 4, 5 включены пос$

ледовательно$согласно и питаются от генерато$
ра синусоидального напряжения 7. Измеритель$
ные обмотки 3, 6 соединены последовательно$
встречно и подключены к выходу измерительно$
го прибора 9. Параллельно обмоткам 3, 6 включен
конденсатор 8, образующий совместно с обмот$
ками резонансный контур. При отсутствии уси$
лия Р сигнал на выходе измерительного прибора
9 равен нулю. При давлении силы Р в кольцевом
ЧЭ 1 возникают механические напряжения, ко$
торые приводят к изменению его магнитной про$
ницаемости. При этом увеличивается разно$
стный сигнал на выходе измерительных обмоток
3, 6. Выходной сигнал достигает максимума при
максимальном усилии maxPP  . Дальнейшее
увеличение силы Р уменьшает выходной сигнал.

Физическая модель ферромагнитного ЧЭ пред$
ставлена в виде четверти кольца на рис. 2, где P –
сила воздействия на кольцо; вн rra   – ширина
кольца; вн rr ,  – наружный и внутренний радиус
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Рис. 1. Компенсационная резонансная схема

Рис. 2. Физическая модель ЧЭ
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кольца соответственно; b – толщина кольца;

20
вн rr

r


 –средний радиус кольца;   – угол

между осью и радиусом; EEr ;  – напряженности
электрического поля на гранях сечения; CB – маг$
нитная индукция внешнего электромагнитного
поля; CH  – напряженность магнитного поля по
поверхности сечения кольца; i  – ток, протекающий
через обмотку возбуждения; вi  – вихревой ток.

Математическая модель ферромагнитного
ЧЭ НМАС описывается уравнениями теории
электромагнитного поля, ферромагнетизма и
упругости. Решение этой модели в трехмерном
пространстве связано с большими трудностями.
Поэтому задача была сведена к двумерной и ре$
шена в полярных координатах. При этом прини$
мается ряд следующих  допущений:

1. Магнитная индукция СB  внешнего элект$
ромагнитного поля, в котором находится ЧЭ, из$
меняется по синусоидальному закону.

2. Магнитное поле равномерно и имеет толь$
ко нормальную составляющую магнитной ин$
дукции СB .

3. Комплексная магнитная проницаемость


  зависит от значения механической силы P,,

)(Pf .

4. Плотность токов  ,r  по толщине кольца
не изменяется, что имеет место при 5.0)2/( b ,
где   – эквивалентная глубина проникновения
электромагнитного поля в кольцо.

5. Тангенциальные составляющие напряжен$
ностей электрического поля rE  и E  на гранях
сечения кольца постоянны.

6. Поля выпучивания, идущие в обход сече$
ния кольца, относятся к полям рассеяния.

7. Механическая сила Р (напряжение у) на$
правлена по радиусу кольца под прямым углом к
магнитному полю СB .

8. Среда структуры кольца анизотропна или
изотропна.

При принятых допущениях в двумерном про$
странстве при одновременном воздействии сило$
вого поля и электромагнитного поля возбужде$
ния состояние ЧЭ описывается дифференциаль$
ными уравнениями в полярных координатах.
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где  ,r  – удельные электрические проводи$
мости по направлениям; Cr HEE ,,   $ комплек$
сы действующих значений напряженностей элек$
трического и магнитного полей по поверхности
сечения кольца по переменным r,   и с;

constrс  02 – длина кольца; 0r – средний
радиус кольца;   – круговая частота;  – маг$
нитная проницаемость от механического напря$
жения  , rw – перемещение точки структуры по
радиусу r; E – модуль упругости.

Граничные условия при этом имеют вид (рис. 2).

)(),( rHrH CC   при 0,2/в  brr ;

нв rrr  ;                               (6)

)(),(  CC HrH 

при 
вв 2

arcsin
2

arcsin
r

b

r

b   ,

при малых углах   
2

1

0




drLb .          (7)

0),( rHС  при 
в2

arcsin
r

b .

0),( rHС   при 2/в brr  .          (8)
Из уравнений (1) и (2) следует:
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Уравнений (9) подставим в уравнение
(3).

C
C

r
Hj

r

HH















 2

2

2
C

2 11

2

2

2

2 11
r

H

j

H

j
H CC

r
C









  ,

где   jjrr  ; .

Тогда совместное решение системы урав$
нений (1) – (5) дает:
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 ,r  – постоянные распределения элект$
ромагнитной волны в материал кольца;  ,r –
эквивалентная глубина проникновения электро$

магнитного поля в материал; 
24
   – фа$

зовый угол между индуктированной ЭДС и вих$
ревым током;   – угол магнитных потерь.

Так как постоянные (11) являются комплекс$
ными величинами, то решение уравнения (10)
ищется в комплексном виде через круговые и ги$
перболические функции:
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где 212121 ,,,,, qqppAA  $ постоянные разложе$
ния (12).
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Определим вторые производные:
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Сравнивая (13) с (11), запишем, что

  jqjp rr  21 ; .

 Используя эти величины и связь с круговыми и
гиперболическими функциями, получим:
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После подстановки граничных условий (6) и
(7) в (14) получим выражения:
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Уравнения (15) подставим в (14):

.cos
)

2
(arcsin

)(),(

;cos
)

2
(

)(),(

2

в

1
в

rp

r

b
ch

ch
HrH

q
b

rch

rch
rHrH

CC

r

r
CC




















 (16)

С учетом того, что 0coscos 21  rpq  , т.е.

221
  rpq , уравнение (10) принимает

вид:
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Тогда уравнения (1) и (2) принимают вид:
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СB – комплекс действующего значения ин$
дукции, равномерно распределенный на эквива$
лентных глубинах Bra  и Bb , которые позво$
ляют найти участки эквивалентного контура Lэ
вихревых токов.

baL Э .                               (20)

В эквивалентном контуре действует ЭДС

  jbEaEЭ r )(2 .             (21)

Полученные выражения (17)$(20) позволя$
ют определить сопротивления магнитных эле$
ментов НМАС силы вихревому и намагничи$
вающему токам при действии на них силовой
нагрузки.

Вихревые токи в эквивалентном контуре
baLэ   сечения кольца находятся путем ин$

тегрирования выражений (18):
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Сопротивления ЧЭ вихревым токам вычис$
ляются с учетом выражений (19), (21) и (22) вы$
числяются:
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Полное сопротивление вихревому току запи$
шется как сумма выражений (23):
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где  – удельное электрическое сопротивление
кольца;  ,r  – углы сдвига между вихревым
током и ЭДС по соответствующим направлени$
ям эквивалентного контура; с – средняя длина
пути магнитного потока;
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$ эквивалентные глубины проникновения
электрического поля в кольцо, определяются с
учетом выражений (11):
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Углы сдвига между вихревым током и ЭДС:
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Сопротивление кольца намагничивающему
току CHcI ф  по соответствующим направле$
ниям эквивалентного контура определяются с
учетом выражений (19) и (21)
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Полное сопротивление намагничивающему
току запишется как сумма выражений (28):
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где BBr ba , – эквивалентные глубины проник$
новения магнитного поля в ЧЭ НМАС;  – маг$
нитная проницаемость кольца;  ,r  – углы
сдвига между намагничивающим током и магнит$
ным потоком по соответствующим направлени$
ям эквивалентного контура.

Эквивалентные глубины проникновения
магнитного поля определяются с учетом выра$
жений (11)
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где KKK ,, 21 – определяются по соотношениям
(26).

Углы сдвига между намагничивающим током
и магнитным потоком

.
2sin2

2sin2sinsin

;
2sin2

2sin2coscos

2
2

1
2

2211

2
2

1
2

2112

KKshK

KKKshK

KKshK

KKKchK

r

r

















(31)

При отсутствии поверхностного эффек$
та, что имеет место при 5.0  raK ,
э к в и в а л е н т н ы е  гл у б и н ы  п р о н и к н о в е н и я
электрического и магнитного полей равны

BrErEBrBr aab
a

a
b

b 5.0,
2

,
2

  ,  а маг$

нитная индукция распределяется равномерно по

сечению элемента 
a

Ba
B Br
c  . При этом можно

пренебречь составляющими, пропорциональны$
ми круговым функциям в выражениях (27) и (31).
Тогда

).
2

cos(sincos

);
24

sin(sincos

1

2









K

K
K

K

 (32)

С учетом всех принятых условий, сопротив$
ление вихревому току, приведенное к виткам со$
ответствующей обмотки, принимает вид

 j
П

Br

Э
в eK

ca

L
Z 2

5.0
 ,              (33)

где 
Ч

П W

W
K  – коэффициент приведения сопро$

тивления чувствительного элемента к соответ$
ствующей обмотке W; 1ЧW – число витков ЧЭ.

Активная и индуктивная составляющие со$
противления вихревому току равны
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;cosвв Zr   sinвв Zx  .         (34)

Полное сопротивление намагничивающему
току, приведенное к виткам соответствующей об$
мотки, принимает вид




 j
П

BrЭ
ф eK

с

aL
Z 2 .            (35)

Активная и индуктивная составляющие со$
противления намагничивающему току:

;sinфф Zr   cosфф Zx  .      (36)

Приведенная к первичным виткам ЭДС эк$
вивалентного контура

1WaLВЭ BrЭС .                     (37)

Поскольку сопротивления вихревому и на$
магничивающему токам расположены относи$
тельно друг друга параллельно, то комплекс пол$
ного результирующего сопротивления ЧЭ

фв

фв
P ZZ

ZZ
Z


 .                        (38)

Активная и реактивная составляющие

;
фв

фв
P rr

rr
r


 .

фв

фв
P xx

xx
x


  (39)

При отсутствии поверхностного эффекта
( 5.0K ), что имеет место для ЧЭ МАПС из
магнитомягкого феррита, глубины проникнове$
ния поля в элемент и его сопротивление вихре$
вому току вZ  практически не зависят от давле$
ния силы Р (механических напряжений  ), а со$
противление же намагничивающему току фZ
изменяется при действии силы Р (напряжений
 ). При радиальном воздействии на кольцевой
элемент выражение (35) приобретает вид [1, 2]:




 j

П
нSS

н
Э

ф eK
baB

Pr

с

S
Z 2

22
0

2
)563.0(


 .  (40)

Зависимости (33)$(40) позволяют опреде$
лить электрические сопротивления чувствитель$
ных элементов НМАС и электрические потери и
тангенс угла магнитных потерь tg  при сило$
вом воздействии на них.

Схема замещения магнитной цепи НМАС
представлена на рис. 3.

Для схемы замещения по второму закону
Кирхгофа составляется систему алгебраических
уравнений:








0
1

CKЧ

KЧ

UUU

UUU
.                  (41)

где CKЧ UUU ,, – соответствующие напряжения
на обмотках ЧЭ и КЭ и контурном конденсаторе

Ск; 1U  $ напряжение питания преобразователя.
Система уравнений (41) после перехода к

магнитным индукциям принимает вид








0
1

CKKЧ

KЧ

BBB

BBB
.                     (42)

где 
KЧ BB , – магнитные индукции в сердечниках

ЧЭ и КЭ, 1B  – магнитная индукция в сердечни$
ках элементов за счет напряжения питания 1U ;

CKB – магнитная индукция в сердечниках эле$
ментов за счет напряжения на конденсаторе.

Запишем выражения для магнитных индук$
ций в виде

;;

;)(;)(

2
2

2
2

1

1
1

2121

wSCк

cH
B

Sw

U
B

HHBHHB

CK

KKЧЧ










(43)

где 1H – напряженность магнитного поля, созда$
ваемая в сердечниках ЧЭ и КЭ за счет протека$
ния тока в первичной цепи преобразователя;

2H – напряженность магнитного поля, создава$
емая в сердечниках элементов за счет протека$
ния тока во вторичной (измерительной) цепи;

Ч  и 
K  $ комплексные магнитные проницае$

мости ЧЭ и КЭ, получим

,

;

KKKK

ЧЧЧЧ

tgj

tgj








 (44)

Чtg  и Ktg $ тангенсы магнитных потерь ЧЭ
и КЭ,  – круговая частота питающего напряже$
ния; S – сечение магнитопроводов; 1w  и 2w  $ чис$
ло витков обмоток возбуждения и измеритель$
ной, с – средняя длина пути магнитного потока в
элементе.

После подстановки (43) в систему уравнений
(42) она преобразуется к виду

Рис. 3. Схема замещения
магнитной цепи НМАС
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








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221
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U
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





 (45)

В результате решения системы уравнений
определим напряженность магнитного поля:

.
4)(

)(
2
2

2
21

2
cSwc

wKCкU
H

KЧKЧ

TЧK








  (46)

где  
ЧK

 – изменение магнитной про$
ницаемости [1], которое при радиальном воздей$
ствии силы Р на кольцо имеет вид:

22
0

2
н563.0

baB

PrSS





 ; 

1

2

w

w
K T   – коэффи$

циент трансформации ЧЭ; 1w  $ число витков об$
мотки возбуждения; f  $ частота питающего на$
пряжения; abS   $ сечение элемента; Ск – ем$
кость контурного конденсатора, определяемая из
условия резонанса токов при максимальной на$
грузке maxPP  на элемент [1],

2)2(

2

PP

PP

ZZ

xx
Cк







,                (47)

PP Zx  ,  – изменения индуктивного Px  пол$
ного PZ  сопротивлений ЧЭ при силовом воздей$
ствии на него, приведенные к той обмотке, в ко$
торой включен контурный конденсатор Ск.

При радиальном воздействии механической
силы Р на кольцо напряжение поля 2H  прини$
мает известный вид [1,2]

)4(03.5 2
2

2
0

22
201

2
cabwfrabB

PCкfwrKU
H

н

нSST
рад







 ,(48)

где 1U – напряжение питающей сети; 
TK – коэф$

фициент трансформации ЧЭ; 0r – средний ради$
ус кольца; S – изотропная магнитострикция;

н – начальная магнитная проницаемость; f –
частота питающего напряжения; 2w – число вит$
ков измерительной обмотки; Ск  – емкость кон$
турного конденсатора; Р  – механическая сила;

B  – магнитная индукция; ba,  – ширина и тол$
щина кольца; c – длина четверти кольца.

Выходное действующее напряжение 2U , снима$
емое с конденсатора Ск , записывается выражением

2
2

0

2

2
22

11
H

Cкfw

r

Cкw

cH

C к
IU 

 ,  (49)

которое после подстановки в него выражения (56)
и (55) приобретает вид

 
    pppp

ppнSST
рад

xxfabwZZrabB

PZZrKU
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т .  к .  constCк  ,  т о  2)2( pp ZZ   и
)2( pp xx  м о ж но  с ч и та т ь  п ос т о я н ны м и ,
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%01.0%100
)2(

2
2 



PP

PP

ZZ

xx
.

Предлагаемая методика использовалась для
расчета устройств, кольцевые ЧЭ и КЭ которого
имеют размеры 10х6х4,5 мм из феррита марки
2000НМ1 при радиальном воздействии силы от
0 до HP 50max  , при напряжении и частоте пи$
тания кГцfBU 40,5.41  .

Получены следующие результаты расчета:
мГнн /104 3  при НP 0 ;  ОмZв

610932.3  ;
ОмZФ 650 ; ОмZ P 650 ; ВU 85.92   при
HP 50max  .

На основании выражения (50) построена вы$
ходная статическая характеристика )(2 PfU  ,
которая представлена на рис. 4. Сходимость дан$
ной характеристики относительно эксперимен$
тальной составляет не более 5%.
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A mathematical model of electrical devices based on strained magnetic anisotropic structures (SMAS)
is studied. The physical model of the strained magnetic anisotropic structures is presented as a
quarter of the ring in the electromagnetic field under the force action. The physical model is described
as the mathematical equation system of the EMF theory, ferromagnetism and the elasticity theory in
polar coordinates. The magnetic circuit of electrical devices is described as the system of algebraic
equations. The simultaneous solution of the system of differential and algebraic equations enables the
authors to define electric and magnetic parameters of electrical devices on the basis of strained
magnetic anisotropic structures as well as to build the output static characteristic.
Key words: strained magnetic anisotropic structure; physical model; mathematical model; sensitive
element; compensation element; functional circuit; output static characteristic.
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