
702

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 15, №4(3), 2013

Дается описание алгоритма смешанного чис�
ленного метода, основанного на применении ва�
риационного принципа типа Ху�Васидзу и орто�
гональных функций [1] с компактными носите�
лями в физически нелинейной задаче теории
пластичности. Данная работа посвящена разви�
тию смешанных вариационно�сеточных методов,
связанных с использованием  смешанных вариа�
ционных принципов и ортогональных финитных
функций. Первая работа этого научного направ�
ления [2] была опубликована в 1993 году. Затем
появились статьи [3,4,5,6,7 и др.], содержащие
алгоритмы подобных численных методов, пред�
назначенных  для решения статических и дина�
мических, линейных и нелинейных задач теории
стержней, статических и динамических задач ли�
нейной теории пластин и оболочек, трехмерной
теории упругости. Развитие данного направле�
ния не ограничивается только рамками механи�
ки деформируемого твердого тела. Ряд суще�
ственных научных результатов, которые приво�
дятся в работах [8,9], связан с использованием
ортогональных финитных функций, во�первых,
в новом интегральном преобразовании, которое
не уступает по эффективности интегральным
вейвлет�преобразованиям в задачах спектраль�
ного анализа, и, во�вторых, с их использованием

в математическом моделировании потенциалов
межатомного взаимодействия и с созданием на
основе этих потенциалов высокоэффективных
комплексов программ расчета и проектирования
наносистем. Ряд выполненных научных работ,
результаты которых отражены, например, в [10],
посвящены теоретическому обоснованию сходи�
мости названных методов.

В постановке задачи теории пластичности в
операторной форме используются уравнения
пластического течения упруго�пластического
тела с упрочнением [11].

Для построения численного метода здесь
формируется новый смешанный функционал
типа Ху�Васидзу
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которого равносильно уравнениям [11]
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В статье используется операторная постановка задачи теории пластичности. Формулируется сме�
шанный вариационный принцип теории пластичности. На основе этого вариационного принципа
строится алгоритм вариационно�сеточного метода. Первой особенностью метода является то, что
приближенные решения для скоростей изменения напряжений, деформаций и перемещений являют�
ся независимыми друг от друга. Эта особенность определяется применением смешанного вариацион�
ного принципа. Вторая особенность метода связана с использованием ортогональных финитных
сеточных базисных функций для аппроксимации точных решений. Ортогональные финитные фун�
кции дают возможность исключить узловые значения деформаций и напряжений из системы сеточ�
ных уравнений до решения системы уравнений на компьютере. Алгоритм такого исключения пока�
зан в статье. Вычислительные затраты реализации на компьютере алгоритма метода не превышают
вычислительные затраты классического вариационно�сеточного метода (ВСМЛ), основанного на
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записанным в операторной форме. Здесь ε  – тен�
зор деформаций; −σ тензор напряжений, −u
вектор перемещений, −f вектор объемной силы;
A � оператор, обратным по отношению к кото�
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упруго�пластические свойства тела;

ГГГ 21 =+ – граница области Ω ; X – сило�
вые факторы на Г ; U – перемещения точек гра�
ницы Г ; F , E  – соответственно заданные зна�
чения X , U  на Г . Численный метод основан на
использовании взаимонезависимых аппроксима�
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определяют на основе (2) приближенные реше�
ния для скоростей изменения напряжений, пере�
мещений и деформаций соответственно.  Суммы
(2) после их подстановки в условие (1) с учетом
предположения о выполнении граничных условий
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вторая и третья подсистемы уравнений которой
с учетом свойства ортонормированности коорди�
натных базисных функций переписываются в
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нений (3) приводит к системе уравнений “в пере�
мещениях”
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После присоединения начальных условий к
последней системе ОДУ возникает задача Коши
для скоростей изменения компонент вектора пе�
ремещений. Предлагаемый численно�аналити�
ческий смешанный вариационно�сеточный метод
является развитием численных методов [2,4,5,6,7]
и, во�первых, позволяет находить приближенные

решения для скоростей напряжений 
•
σ , переме�

щений
•
u , деформаций 

•
ε , обладающие одинако�

вой гладкостью и точностью одного порядка. Во�
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вторых, вычислительная стоимость получения
таких решений близка к вычислительной стоимо�
сти приближенных решений, получаемых с по�
мощью численного метода “в перемещениях”, ос�
нованного на вариационном принципе Лагран�
жа.  Объясняется это тем, что после проведенной
дискретизации интегральной постановки зада�
чи на основе условия стационарности смешанно�
го функционала типа Ху�Васидзу с использова�
нием ортогональных базисных функций с ком�
пактными носителями выполняется исключение

узловых значений 
••
εσ , , изменяющихся во вре�

мени, из глобальной системы сеточных уравне�
ний до начала ее решения на ЭВМ.
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в рамках государственного задания Министерства
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The operator formulation of plasticity is used in the article. The mixed variational principle of plasticity is
formulated. The algorithm of variational grid method is constructed on the base of this variational principle.
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