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Сети Петри  являются мощным инструмен�
том для исследования самых разнообразных сис�
тем, которые позволяют осуществлять модели�
рование для получения информации о структуре
и динамическом поведении. Такая информации
необходима для проведения последующего мони�
торинга, контроля и диагностики.

Сети Петри  удобны для проведения анализа
программного обеспечения, протоколов, цифро�
вых автоматов, составляющих аппаратную часть
моделируемой системы.

В настоящей статье делается акцент на моде�
лирование цифровых устройств, представляю�
щих собой множество логических схем с памятью
(цифровые автоматы), как основы процессорных
систем, реализующих общий функционал всей
системы. Для описания модели цифровых авто�
матов выбрана система линейных алгебраичес�
ких уравнений [4], представленная в матричном
виде, который наиболее удобен для анализа мо�
делей Петри большой размерности. Матричные
системы уравнений представляют собой фунда�
ментальные уравнения сетей Петри. Решение
этой системы интерпретируются как векторы
счета допустимых последовательностей срабаты�
вания переходов и поэтому должны быть целы�
ми неотрицательными числами, что задает спе�
цифику задачи [1].

Фундаментальные уравнения сетей Петри
(уравнения Мураты) записываются следующим
образом:

 ,
где , – вектор счета срабатыва�
ний переходов (вектор покрытия сети),  – мар�

кировка, А – транспонированная матрица инци�
дентности. Разрешимость фундаментального
уравнения в неотрицательных целых числах яв�
ляется необходимым условием достижимости за�
данной маркировки, которая отображает множе�
ство позиций сети в множество неотрицательных
целых чисел и служит для оценки достижимости
устойчивых состояний цифрового автомата.

Решением однородной системы линейных
уравнений называют такую их совокупность че�
рез которую линейно выражаются все остальные
решения. Если ранг матрицы А равен числу не�
известных (r=n), то система имеет только нуле�
вое решение. Если r<n, то бесконечное множество,
причем фундаментальная система состоит из (n�
r) векторов . Отсюда все инварианты  для мар�
кированной сети можно получить из (n�r) базис�
ных решений.

Система  имеет решение тогда и
только тогда, когда вектор  ортогонален лю�
бому решению y соответствующий однородной
системы уравнений , где  – сопря�
женная матрица ( ) и все компоненты
вектора  были определены.

 Целочисленный вектор  является решени�
ем системы линейных уравнений и называется P
инвариантом, который характеризует все дости�
жимые позиции сети с сохранением ее некоторых
свойств – например свойства распределения ме�
ток по позициям сети. Однако компоненты век�
тора могут быть не только целыми числами, но
и переменными, которые необходимо вычислять
на каждом шаге решения системы уравнений. Эта
задача может решаться в системе Maple, но этому
препятствуют такие неудобства как использова�
ния специальных нотаций Maple и написания с ее
помощью процедуры вычисления неизвестных.
Кроме того, использование Maple в системе дру�
гих программных модулей затруднено. Требуется
ручной ввод исходных данных и вывод результа�
тов. Аналогичные проблемы с другими математи�
ческими электронными сервисами.
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Альтернативный вариант использовать вы�
числительные мощности современных компью�
теров и проводить полный перебор всех значе�
ний  с поиском решения. Из вариантов перебо�
ра  определяется тот, который удовлетворяет
осуществлению анализируемого перехода. Такие
процедуры необходимо проводить для каждого
вектора  и общее количество переборов в про�
стейшем случае подчиняется мультипликативно�
му закону.

Таким образом, для решения фундаменталь�
ного уравнения необходимо выполнить опреде�
ленные условия, которые касаются вектора . Как
указывалось выше, часть вектора  может быть
задана заранее и она может вычисляться про�
граммно исходя из анализа схемы сети Петри.
Например, на переходе может срабатывать толь�
ко один выход. В этом случае для этого перехода
в соответствующем месте вектора должна стоять
единица, в остальных ноль. Таким образом, век�
тор имеет строгую определенность позиций 0 и
1 и его генерация должна учитывать реальные
процессы в цифровом автомате. Кроме этого, зна�
чения маркировок также влияют на решение
фундаментального уравнения. Для решения об�
щее число маркировок равное числу позиций
можно уменьшить и часть их заменить нулями.
Нули получают только те позиции, которые отве�
чают за внутренние состояния автомата (связан�
ные с дугами обратной связи). Такой прием по�
зволят упростить решение и свести его к решению
однородного уравнения. Ниже такой подход, ко�
торый учитывает особенности цифровых автома�
тов, рассматривается на конкретных примерах.

Процедура решения уравнения состояний
цифровых автоматов  включает себя следующие
этапы [5, 6]:

1.  Представление исходной структурной схе�
мы путем интерпретации входов и выходов ло�
гических схем и структурных компонентов пози�
циями маркированного графа, а самих компонен�
тов и линий соединения составными и простыми
переходами соответственно.

2. Переход от графической формы представ�
ления логических схем к их математическому
представлению в виде матрицы инцидентности

3. Построение равнения состояний цифровых
автоматов.

Система Ax= имеет решение тогда и толь�
ко тогда, когда вектор  ортогонален любому
решению y соответствующей однородной систе�
мы уравнений A*y=0, где A* – сопряженная мат�
рица (A*=AT). Тадао Мурата в своей работе [3]
представляет множество решений однородной си�
стемы (с матрицей A размерности m на n) в виде
выражения

,              (1)

где I – единичная матрица порядка m�rank(A), а
A

12
 – невырожденная квадратная матрица поряд�

ка rank(A), .

Таким образом, условие ортогональности
вектора  любому решению однородной систе�
мы A*y=0 представляется в виде .

4. Генерация векторов х.
Каждому переходу i, по которому осуществля�

ется перебор, соответствуют 2Ki неизвестныx x
i1

,
x

i2
, …, x

i,2
Ki, где Ki – число входных позиций. Пере�

бирая по h от 1 до 2Ki, получаем следующие вари�
анты значений неизвестных для i�го перехода:

.            (1)

Пусть P – множество номеров переходов, по ко�
торым производится перебор значений x

ij
. Тогда ко�

личество комбинаций переходов определяется вы�
ражением: , а их генерацию можно провес�
ти с помощью следующей рекурсивной процедуры:

00: Generate_combination (i)
01: по h от 1 до 2Ki:
02: присвоить значения x

ij

 по формуле (2)
03: если i – не последний переход
 из множества P:
04: Generate_combination(next(i))
05: иначе: сохранить текущие

значения x
ij

Процедура Generate_combination запускает�
ся для первого номера i из множества P. Функция
next(i) в строке 04 возвращает следующий после
i номер перехода из P.

Пример
Пусть сеть состоит из 6 переходов, определим

P={3,4}, количество входов � K3=2, K4=2. Тогда
получим 2K3.2K4=16 комбинаций:

5. Решение однородной системы линейных
уравнений A’x=0

Матрица A’ состоит из строк матрицы A, соот�
ветствующих нулевым значениям в векторе 
Считаем, что строки матрицы линейно независи�
мы. Часть значений переменных определена вы�
шеописанным перебором, таким образом, получа�
ем систему из m уравнений и m неизвестных. Ре�
шение этой системы состоит из следующих шагов:

Шаг 0. Определим вектор�столбец свободных
членов b: b

i
=0.

Шаг 1. Для всех значений xj, определенных
перебором, переносим значения a

ij
x

j
 в правую

часть уравнений: b
i
:=b

i
�a

ij
*x

j
, i=1..m.

Таким образом, получили неоднородную си�
стему A’x’=b, где x’ – вектор неизвестных перемен�
ных. Заметим, что так как матрица A’ целочис�
ленна, вектор b также целочисленный.
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Шаг 2. Решаем полученную систему A’x’=b
методом Гаусса с учетом целочисленности систе�
мы или любым другим методом решения цело�
численных систем (алгоритм Диксона [7], алго�
ритм Сергеева [8]).

Шаг 3. Объединить найденный вектор x’ со
значениями, полученными перебором, в вектор x.

6. Умножив вектор x на исходную матрицу A,
получим  =Ax.

Пример

 

, 
 

Тогда для 16 комбинаций из табл. 2 получим
следующие решения (табл. 2).

Математическое моделирование цифровых
автоматов проводимое авторами показало, что  с
увеличением сложности схем автоматов распет и
количество линейных уравнений, описывающих
функционирование растет по экспоненциально�
му закону, что приводит к увеличению времени
решения уравнений. Для упрощения моделиро�
вания можно использовать два пути. Первый –
декомпозиция схем цифровых автоматов [1], вто�
рой – композиция входов схем, составляющих
цифровой автомат.  Результаты исследований
могут найти применение в моделировании и ана�
лизе систем управления, состоящих их цифровых
автоматов.

Работа выполнена в рамках государственного
задания Министерства образования и науки
Российской Федерации.

Таблица 1. Генерация комбинаций переходов

t1  x1  x1  x1  x1  x1  x1  x1 x1  x1  x1  x1 x1  x1 x1  x1  x1  

t2  x2  x2  x2  x2  x2  x2  x2 x2  x2  x2  x2 x2  x2 x2  x2  x2  

t31 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

t32 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

t33 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 

t34 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 

t41 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 

t42 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 

t43 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 

t44 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 

t5  x5  x5  x5  x5  x5  x5  x5 x5  x5  x5  x5 x5  x5 x5  x5  x5  

t6  x6  x6  x6  x6  x6  x6  x6 x6  x6  x6  x6 x6  x6 x6  x6  x6  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
x1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
x2 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
x5 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 
x6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
μ1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1
μ 2 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1
μ 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
μ7 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1
μ8 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 -1 0 -1
μ9 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 
μ1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

Таблица 2. Решение для примера
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