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Электрически стабилизированные коллоид�
ные кристаллы, рассматриваемые в данной ра�
боте, представляют собой суспензии заряженных
сферических частиц твердой фазы в жидком элек�
тролите [1]. Особенностью коллоидных кристал�
лов, выделяющей их среди многообразия колло�
идных систем, является наличие пространствен�
ной упорядоченности частиц. Подобные системы
в последнее время вызывают большой интерес в
связи с возможностью создания на их основе фо�
тонных кристаллов [2–4]. Коллоидные кристал�
лы интересны также как модельные системы при
исследовании обычных молекулярных кристал�
лов и неупорядоченных коллоидных систем.

Особенностью электрически стабилизиро�
ванных коллоидных кристаллов в отношении их
упругих свойств является наличие ненулевого
механического (осмотического) напряжения даже
при отсутствии деформации [5, 6]. Исследование
зависимости осмотического напряжения от пара�
метра решетки дает информацию об уравнении
состояния кристалла, а также может быть ис�
пользовано в вычислительных экспериментах по
определению его модулей упругости [7]. Поэто�
му построение математической модели коллоид�
ного кристалла и разработка процедуры опреде�
ления его осмотического напряжения является
важной задачей исследования.

В настоящей работе рассматривается модель
трехмерного электрически стабилизированного
коллоидного кристалла с объемноцентрирован�
ной кубической (о. ц. к.) решеткой. Частицы пред�
ставляют собой сферы радиуса R . Поведение
электрического заряда на поверхности частиц

описывается моделью постоянной плотности за�
ряда. При этом используется приближение боль�
шой диэлектрической проницаемости электро�
лита по сравнению с диэлектрической проница�
емостью материала частиц, что типично для
водных растворов. В этом случае электрический
потенциал в области электролита оказывается
независимым от потенциала внутри частицы.

Электростатический потенциал   в области
электролита описывается нелинейным диффе�
ренциальным уравнением Пуассона�Больцмана
[8, 9]. Все макроскопические свойства коллоид�
ного кристалла, обусловленные электростатичес�
ким взаимодействием его частиц, выводятся из
решений уравнения Пуассона�Больцмана и со�
ответствующего ему тензора напряжений ij . В
данной работе вычисляется тензор осмотическо�
го напряжения ijT  в кристалле в состоянии по�
коя при отсутствии деформации. Для снижения
затрат вычислительных ресурсов производится
учет симметрии кристалла, что позволяет умень�
шить ее области определения при численном ре�
шении. Предлагаемый подход может быть рас�
пространен также на решение задач при наложе�
нии деформации.

В общем случае уравнением Пуассона�Боль�
цмана для электрического потенциала   в обла�
сти электролита, имеет вид [8, 9]

  
i

eiiei kTqznqz 


 exp
1

0
0

2 ,   (1)

где 0  – электрическая постоянная,  – диэлект�
рическая проницаемость электролита, eq  – эле�
ментарный заряд, iz  – валентность i �ой компо�
ненты электролита, 0in  – объемная концентра�
ция i �ой компоненты электролита в объеме, то
есть в области вдали от заряженных частиц, где
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потенциал принимается равным нулю, k  – по�
стоянная Больцмана, T  – абсолютная темпера�
тура. Суммирование в (1) осуществляется по всем
компонентам электролита. В дальнейшем рас�
сматривается случай бинарного симметричного
одновалентного электролита, или 1:1 электроли�
та, для которого уравнение Пуассона�Больцма�
на является хорошим приближением. Таким об�
разом, электролит имеет две компоненты с вален�
тностями 1 1z    и  2 1z   ,  при этом

01 0 2 0n n n  .
Для приведения уравнения и всех последую�

щих выражений к безразмерному виду вводятся
следующие величины: длина Дебая для 1:1 элект�

ролита   1 21 2
0 02 en q kT  

   для измерения

длины и величина ekT q  для измерения элект�
рического потенциала. В этих единицах урав�
нение Пуассона�Больцмана для исследуемой си�
стемы записывается в следующей безразмерной
форме:

 sh2  .                            (2)

Осмотическое напряжение ijT  вычисляется с
помощью фундаментального тензора напряже�
ний ij следующим образом [10]:
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Здесь cV  – объем элементарной ячейки,  mr
– вектор решетки Бравэ, разделяющий эквива�
лентные точки каждой пары m  противолежащих
граней ячейки, а интегрирование осуществляет�
ся по одной (любой) из двух граней в каждой
паре. Нормали на всех внешних гранях направ�
лены наружу. Тензор ij  описывает локальное
напряжение в системе, электрический потенци�
ал которой подчиняется дифференциальному
уравнению Пуассона�Больцмана. В безразмер�
ной форме для бинарного симметричного одно�
валентного электролита он имеет вид

I)1ch( 2
2
1   ,     (4)

где    r  – электрический потенциал, I  –
единичный тензор.

В силу высокой симметрии о. ц. к. решетки,
тензор осмотического напряжения в кристалле с
такой решеткой имеет вид ij ijT p  , где ij –
символ Кронекера, а p  – обычное осмотическое
давление. Таким образом, полный тензор осмо�
тического напряжения определяется всего одним

параметром p , и для его полного определения
достаточно вычислить любую из трех диагональ�
ных компонент.

Для вычисления осмотического напряжения
согласно (3) в качестве элементарной ячейки
удобно использовать ячейку Вигнера�Зейтца
кристалла. Прежде всего, это связано с ее высо�
кой симметрией. Последовательное использова�
ние соображений симметрии позволяет суще�
ственно сократить геометрическую область оп�
ределения задачи. Кроме того, грани ячейки
Вигнера�Зейтца являются одновременно плоско�
стями зеркальной симметрии кристалла. Это об�
стоятельство позволяет избежать наложения пе�
риодических граничных условий, требуемых в об�
щем случае [10], и использовать на этих гранях
простейшие однородные граничные условия Ней�
мана, что также выгодно с вычислительной точ�
ки зрения.

Элементарная ячейка Вигнера�Зейтца о. ц. к.
решетки представляет собой усеченный октаэдр.
Она имеет 7 пар противолежащих граней. Пусть
a  – параметр условной кубической ячейки для о.
ц. к. решетки, рассматриваемая частица находит�
ся в начале координат прямоугольной декарто�
вой системы координат x , y , z , а запись векто�
ров осуществляется в координатном базисе этой
системы координат. Векторы решетки Бравэ  mr
для о. ц. к. решетки, используемые в (3) для вы�
числения осмотического напряжения, приведены
в табл. 1.

Учет симметрии кристаллической решетки
позволяет ограничиться при численном решении
областью меньшего объема, чем имеет ячейка
Вигнера�Зейтца. Редуцированная область полу�
чается из полной ячейки Вигнера�Зейтца рассе�
чением плоскостями (100), (010), (001) и (110),
(101),(011), проходящими через центр частицы.
Эти плоскости также являются плоскостями зер�
кальной симметрии кристалла, что предполага�
ет выполнимость на них однородных граничных
условий Неймана.

Таким образом, определение электрического
потенциала  сводится к решению краевой за�
дачи для уравнения Пуассона�Больцмана (2) на
указанной области. При этом на всех плоских
границах в силу симметрии выполняется одно�
родное граничное условие Неймана вида

0  n ,                                 (5)

где n  – вектор внешней нормали. На поверхнос�
ти частицы граничные условия определяются

Таблица 1. Векторы, разделяющие пары противолежащих граней в о. ц. к. решетке

m  1 2 3 4 5 6 7 
 mr , в 
ед. a  

 1,0,0   0,1,0   0,1, 0  
1 1 1, ,
2 2 2

 
  

 
1 1 1, ,
2 2 2

   
 

1 1 1, ,
2 2 2

   
 

1 1 1, ,
2 2 2

      
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поверхностной плотностью заряда   на ней и
сводятся к неоднородным граничным условиям
фон Неймана вида

   n .                            (6)

Граничные условия (6) отражает выполнение
приближения большой диэлектрической прони�
цаемости. Для вычисления тензора ijT  интегри�
рование согласно (3) с учетом (4) выполняется
по фрагментам поверхности ячейки Вигнера�
Зейтца, находящимся в области определения за�
дачи. Полные интегралы восстанавливаются по
симметрии.

Численное решение краевой задачи и опре�
деление осмотического напряжения проводилось
при фиксированных параметрах 2   и 1R 
для значений параметра a  в диапазоне от 2,5 до
6,0. Решение осуществлялось методом конечных
элементов с использованием градиентных нере�
гулярных сеток тетраэдральных элементов. Ком�
пьютерная программа написана на языке про�
граммирования C++ с использованием библио�
теки libMesh [11]. Работа выполнена с
использованием ресурсов суперкомпьютерного
комплекса МГУ имени М.В. Ломоносова [12] Ре�
зультаты вычислений показаны на рисунке 1.

Анализ данных на рисунке 1 показывает, что
осмотическое давление изменяется монотонно во
всем диапазоне исследованных значений пара�
метра условной кубической ячейки. При увели�
чении плотности давление резко нарастает. В
соответствии с тем, что на поверхности частиц
заряд неизменен, ожидается, что осмотическое
давление стремится к бесконечности при прибли�
жении частиц к контакту.

Предложенная математическая модель может
быть использована как основа для проведения

вычислительных экспериментов по определению
упругих постоянных коллоидного кристалла. В
этом случае тензор осмотического напряжения
должен вычисляться не только для исходного со�
стояния покоя, но и для кристалла в условиях
деформации. При этом в модель должна быть
изменена и дополнена в ряде аспектов. Прежде
всего, поскольку симметрия кристалла, вообще
говоря, понижается при деформации, область
определения задачи должна быть увеличена. Точ�
ная пространственная область кристалла, кото�
рая может быть выбрана в качестве области оп�
ределения, зависит от типа деформации. Одна�
ко, эту область по�прежнему можно выбрать  так,
что ее внешние границы будут плоскостями зер�
кальной симметрии кристалла, а, значит, на них
будут выполняться однородные граничные усло�
вия Неймана. Векторы  mr , разделяющие пары
противоположных граней, подлежат преобразо�
ванию, определяемому типом деформации. Так�
же возрастет число независимых компонент тен�
зора ijT , подлежащих определению.
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