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1. ВВЕДЕНИЕ

Одной из причин возрастания интереса к по�
перечным структурам оптического поля является
расширение области применения широкоапертур�
ных лазеров, прежде всего миниатюрных твердо�
тельных, а также полупроводниковых лазеров.
Эти лазеры являются основным активным элемен�
том в современных оптических каналах связи. В
частности, конструкция полупроводниковых ла�
зеров с вертикальным резонатором способствует
генерации единственной продольной моды и очень
большого числа поперечных. Нелинейное взаимо�
действие между последними приводит к форми�
рованию сложной поперечной структуры оптичес�
кого поля, например, к решёткам оптических вих�
рей и спиральным волнам. Природа таких
явлений недостаточно изучена, но в последнее де�
сятилетие ведутся активные работы по моделиро�
ванию поведения широкоапертурного лазера с
целью получения знаний о физических механиз�
мах, влияющих на лазерную генерацию. Это даст
возможность целенаправленно управлять про�
странственно�временной структурой профиля
интенсивности и позволит разработчикам лазер�
ной техники решить задачи управления качеством
пучка и генерировать излучение с требуемыми
выходными характеристиками.

Целью данной работы было определение об�
ласти устойчивости основных стационарных
структур, возникающих в поперечном профиле
оптического поля широкоапертурных лазеров,

для двух принципиально различных случаев от�
рицательной и положительной отстроек часто�
ты генерации.

2. МОДЕЛЬ ЛАЗЕРА.
ОСНОВНЫЕ ВИДЫ

ДИНАМИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ

Лазер, работающий на одной продольной
моде плоскопараллельного резонатора и имею�
щий однородно уширенную линию, описывается
полуклассической системой уравнений Максвел�
ла�Блоха [1]:
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DPE ,,  – безразмерные огибающие элект�
рического поля, поляризуемости и инверсии на�
селенности соответственно.   /II  и

  /к , где  , II  и к  – скорости релак�
сации поляризуемости, инверсии населенно�
с т и  и  оп т и че с к ого  по л я  с о о тв е т ст в е нн о .

    /21  – отстройка между центром
линии усиления и частотой генерации, обезраз�
меренная на ширину линии.   – двумерный
оператор Лапласа, a  – дифракционный пара�
метр, где d – ширина апертуры, r – накачка,
нормированная на пороговое значение.

В [2] дана простая качественная интерпрета�
ция причин различия в поведении системы при
разных знаках отстройки. Дело в том, что при
отрицательной отстройке для лазерной системы
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характерно излучение параллельно оси резона�
тора, однако при этом из�за рассогласования ча�
стоты генерации и частоты продольной моды
резонатора уровень накачки порога генерации
повышается. При положительной отстройке для
достижения резонанса в лазерной системе наи�
более выгодным является режим внеосевого из�
лучения, или так называемых наклонных волн.
В обоих случаях, но при разных условиях в сис�
теме может проявляться сложная нерегулярная
динамика.

3. ДИНАМИКА
ПРИ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ОТСТРОЙКЕ

При отрицательной отстройке у системы (1)
есть два состояния равновесия: при r<R

th
 триви�

альное решение, соответствующее отсутствию
генерации, и при r>R

th
 однородное по простран�

ству и времени решение (рис. 1), соответствую�
щее приосевой генерации излучения:
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Однако существуют области параметров, при
которых это решение теряет устойчивость. В та�
ких случаях в однородном профиле излучения
могут возникать сложные несимметричные струк�
туры такие, как, например, оптические вихри.

Был проведен анализ устойчивости однород�
ного решения по отношению к модулированным
по пространству возмущениям в виде:

)),(exp()())(exp()( 21 tqxitetqxiteEE st  
)),(exp()())(exp()( 21 tqxitptqxitpPP st    (3)

),exp()()exp()( * iqxtdiqxtdDD st 
где )(),(),(),(),( 2121 tdtptptete – амплитуды
малых отклонений, q – волновое число возмуще�
ния, х – пространственная координата.

После подстановки (3) в (1) и оставляя толь�

ко линейные члены в уравнениях, была получена
линейная система для амплитуд возмущений:
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Анализ устойчивости полученной системы
показал, что существуют области параметров,
при которых реализуется амплитудная неустой�
чивость двух типов. Известно, что, если наиболь�
шие собственные числа системы при возмущени�
ях с q=0 имеют нулевую реальную часть, то это
фазовая неустойчивость, если ненулевую � амп�
литудная. Неустойчивость, при которой наи�
большие собственные числа системы имеют стро�
го отрицательную или положительную реаль�
ную часть при q=0, в данной статье называется
коротковолновой (КВ) или длинноволновой
(ДВ) амплитудной неустойчивостью, соответ�
ственно. Были построены диаграммы неустойчи�
вости однородного решения в плоскости отстрой�
ка/накачка };{ r , на которых выделены облас�
ти амплитудной неустойчивостей обоих типов
(рис. 2). Фазовых неустойчивостей обнаружено
не было, и это согласуется с анализом из [3].

На рис. 3а изображены многочисленные устой�
чивые оптические вихри, возникающие на лазер�
ной апертуре в ближней зоне. Они возникают в виде
нерегулярных образований в случайных областях
и ведут себя как броуновские частицы, хаотично
двигаясь на апертуре. В дальней зоне – кольцевая
форма излучения (рис. 3б). На рис. 3в изображены

Рис. 1. Однородная генерация при ,01.0,1,20,3   r  a=0.005:
профили интенсивности в ближней (а), дальней зоне (б) и распределение фазы (в)
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спиральные волны фазы, порождаемые оптически�
ми вихрями. Параметры взяты из области ДВ�ам�
плитудной неустойчивости.

4. ДИНАМИКА
ПРИ ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ОТСТРОЙКЕ

Для проведения наиболее полного двумерно�
го анализа решений системы (1) при положитель�
ной отстройке переменные необходимо предста�
вить в виде сумм комплексных гармоник по двум
возможным на плоскости парам ортогональных
направлений:
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Здесь j,jd  и 1j,jd  – комплексные амплитуды
стационарных возмущений инверсии населенно�
стей D, индексирование ведется по соответству�
ющим волновым векторам (рис. 4). Причем име�
ют место соотношения

*
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*
2,2  ,   jjjjjjj,j dddd ,     (6)

т.к. инверсия D должна быть вещественной.
После подстановки решения (5) в систему (1),

пренебрегая высшими гармониками и принимая
во внимание (6), была получена линейная систе�
ма из 13 обыкновенных уравнений для амплитуд
комплексных гармоник.
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Рис. 2. Диаграммы устойчивости/неустойчивости однородного решения:
а – 05.0,2.0,01.0  a ; б – 05.0,1.0,2  a

Рис. 3. Одиночные оптические вихри и спиральные волны.
Слева направо: профиль интенсивности в ближней, дальней зоне и фазы

Рис. 4. Расположение волновых векторов
четырех поперечных волн на плоскости

и 8�ми возмущений инверсии населенности
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Эта система имеет несколько особых точек,
соответствующих различным состояниям генера�
ции излучения или его отсутствия. Изучалось
поведение малых отклонений от частных реше�
ний, по характеру которого можно судить об ус�
тойчивости особой точки.

Стоячим поперечным волнам (модам пустого
резонатора) соответствует следующее решение:
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0)()( 4231   . Согласно проведен�
ному анализу, для резонатора с плоскопараллель�
ными зеркалами эта структура неустойчива при
любых параметрах. Действительно, в численном
моделировании эти структуры также неустойчи�
вы и имеют место лишь на протяжении конечно�
го периода времени при накачке близкой к поро�
гу генерации. Затем образуется одна из устойчи�
вых структур.

Особая точка, соответствующая стационар�
ной решетке вихрей, имеет вид:
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где j=1, 2, 3, 4, 1, 2,... Фазовое соотношение для
решетки вихрей  nn,2)()( 4231  .
Устойчивость этой особой точки зависит от па�
раметров лазера  ,   и r. Но в общем случае это
решение устойчиво при небольших превышени�
ях уровня накачки относительно порога генера�
ции, затем в результате бифуркации Андронова�
Хопфа решетка вихрей становится неустойчивой.

На основе линейного анализа решения сис�
темы (7) были построены диаграммы устойчи�
вости/неустойчивости по отношению к малым
возмущениям в двух плоскостях { r; } и { r; }

(рис. 5а и 5б). Результаты, полученные в [4, 5]
для уравнения Свифта�Хохенберга, подтвержда�
ются анализом для полной системы (1): в лазе�
рах класса А решетки вихрей устойчивы при
любых параметрах накачки. Напротив, для ла�
зеров класса В решение в виде решетки вихрей
всегда неустойчиво. Это в свою очередь согласу�
ется с результатами, полученными в [6].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Аналитически рассмотрена динамика лазера
при положительной и отрицательной отстрой�
ке, описываемая полной системой уравнений
Максвелла�Блоха в частных производных.

Показано, что для случая положительной от�
стройки поперечная мода плоскопараллельного
резонатора является неустойчивой структурой.
Решетки вихрей устойчивы в конечном интерва�
ле значений накачки выше порога. Были постро�
ены диаграммы устойчивости решеток вихрей
при различных параметрах лазерной системы.
Установлено, что выводы, сделанные для полной
системы Максвелла�Блоха, согласуются и в пре�
дельных случаях лазеров класса А и В могут быть
сведены к ранее полученным результатам для
упрощенных моделей лазеров с адиабатическим
исключением переменных.

При отрицательной отстройке была изучена
устойчивость однородного решения системы урав�
нений в частных производных по отношению к
модулированным по пространству возмущениям.
Аналитически построены бифуркационные диаг�
раммы для стационарного решения. Получена ка�
чественная и количественная согласованность
численных результатов с аналитическими.

Работа была частично поддержана ФЦП
“Научные и научно�педагогические кадры иннова�
ционной России на 2009�2013 гг.” (контракты №№

Рис.  5. Диаграммы устойчивости решеток вихрей:
а – на плоскости { r; } для 01.0 ;    б – на плоскости { r; } для 1
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14.740.11.1140, 14.740.11.0999, 14.132.21.1423), кон�
трактом № 2.560.2011 Минобрнауки РФ и НИР
ГР 01201156352.
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