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Для управления течением в пограничном
слое используют различные методы. В одном из
таких методов применяют подвод на обтекаемую
поверхность жидкость или газ с другими физи�
ческими свойствами, чем физические свойства
набегающего потока. Так, К.К. Федяевский [1, 2],
видимо, был первым, кто предложил создавать
слой воздуха на днище судов. Л.Г. Лойцянский
[3] выполнил расчёт приближённым методом
коэффициента сопротивления трения при обте�
кании плоской пластины такой двухсредной сис�
темой. При этом учитывалось взаимопроникно�
вение этих сред друг в друга. В [4] и [5] рассмот�
рен двухсредный пограничный слой, когда эти
две среды не перемешиваются. Считается, что
подводящая через обтекаемую поверхность сре�
да заключена в тонкую область, где распределе�
ние продольной скорости можно считать линей�
ным. В результате расчёт течения во внешней об�
ласти такого пограничного слоя сводится к
решению обычных уравнений пограничного слоя
с изменённым граничным условием прилипания
на условие скольжения. В [4] используется метод
интегральных соотношений для случая обтекания
плоской пластины, тогда как в [5] развит метод
конечных разностей для произвольного тела.

Ниже приводятся результаты расчётов харак�
теристик двухсредного пограничного слоя на
плоской пластине, когда задача приводится к ав�
томодельной. Результирующая краевая задача
сводится к задаче Коши, что обеспечивает безы�
терационное численное интегрирование.

Стационарный ламинарный пограничный
слой несжимаемой жидкости, набегаемой на плос�
кую пластину (см. рис.1), описывается уравне�
ниями [6]
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где yx,  – продольная и поперечная декартовы
координаты, vu,  – соответствующие компонен�
ты скорости, g  – кинематическая вязкость набе�
гающего потока (для определённости будем эту
среду называть газом – gas). При необходимости
в дальнейшем индекс g  будет указывать на при�
надлежность к набегающему потоку, соответствен�
но среду в узкой плёнке на поверхности обтекае�
мого тела будем называть жидкостью, и её вели�
чины будем писать с индексом l  (жидкость –liquid).

Система уравнений (1)–(2) должна быть ре�
шена при граничных условиях [3]
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Здесь u  – скорость набегающего потока, wu
– скорость потока на границе раздела двух сред
(рис. 1), gl  ,  – динамическая вязкость жидко�
сти и газа соответственно,  xQ  – объемный рас�
ход жидкости на единицу размаха двухмерного
обтекаемого тела, вводимой на твёрдую стенку
рассматриваемого сечения x , который зависит
от скорости ввода жидкости через пластину

 xvw  (рис. 1) (см. [5])
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Введением переменных Блазиуса [6]
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где  f  –  безразмерная функция тока, а
ddff  , система уравнений (1)–(2) сводит�

ся к одному нелинейному обыкновенному диф�
ференциальному уравнению

02  fff ,                       (6)

что свидетельствует о существовании автомо�
дельных решений уравнений пограничного слоя.

Граничные условия (3) и (4) переходят в сле�
дующие:

      02
0,00:0 2 f

xu
Q

ff
gl

g 



 , (7)
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Для полной автомодельности задачи необхо�
димо выполнение условия
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.              (9)

В общем случае, когда  x , имеет место
квазиавтомодельности. Полученные ниже ре�
зультаты в предположении const  могут быть
использованы и при приближённом решении
аналогичной задачи квазиавтомодельного тече�
ния в пограничном слое.

Из (5) и (9) следует, что подвод жидкости че�
рез поверхность пластины для обеспечения ав�
томодельности задачи должен происходить с нор�
мальной скоростью вдува wv  (см. рис. 1), изме�
няющейся с координатой x  по закону
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Второе граничное условие в (7) запишется как

    00:0 2 ff  .               (10)

Краевая задача (6)–(8) и (10) может быть
сведена к задаче с начальными условиями. Про�
цедура такого преобразования для уравнения
Блазиуса описана в [7], использована в работах
автора (первая краткая публикация [8], полное
изложение которой появилось лишь в [9]). Сис�
тематическое изложение такого преобразования
можно найти в [10].

Введение новых переменных

     AAFf  ,  (11)

приводит уравнение (6) к тождественной форме

02  FFF  ,                           (12)
где ddFF  , а постоянная A  будет опреде�
лена позже. Граничные условия (7), (8) и (10)
примут вид

        AFFF   00,00:0 2  ,  (13)

  21: AF   .                 (14)

Из граничного условия (8), формул преобра�
зования (11) и преобразованного граничного ус�
ловия (14) следует, что постоянная A  должна
удовлетворять условию

  FA 1 .                          (15)

начальные граничные условия можно выбрать
равными

      10,0,00:0  FFF   . (16)

Таким образом, задача решается в следующей
последовательности.

Для произвольно выбранного   определя�
ются все условия (16) и выполняется численное
интегрирование дифференциального уравнения
(12). Оно производится до тех значений  , при
которых  F  перестаёт изменяться. Это значе�
ние  F  принимается равным  F . Таким
образом, устанавливается значение постоянной

A  по формуле (15).
После этого с помощью (10) и (13) определя�

ются величины

         FAFFf  , ,
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Если необходимо получить функции
      fff  ,, , то они вычисляются ещё од�

ним интегрированием уже уравнения (6) с извест�
ными начальными условиями  0f ,  0f   и  0f  .

На рис. 2 – 4 приводятся результаты расче�
тов  F для ряда значений  .

Рис. 1. Схема течения
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Conditions for the existence of self�similar boundary layer for the motion of two immiscible fluids were
obtained. The introduction of new variables, initial boundary value problem is transformed into a problem
with the initial conditions (Cauchy problem). The influence of the physical properties of the two media on
the wall shear stress and velocity profile inside the boundary layer was studied.
Keywords: laminar boundary layer, the self similar flow, Cauchy problem.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




