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1. ВВЕДЕНИЕ

Ультракороткие импульсы имеют широкое
применение в современной науке и технике [1]. Для
моделирования распространения света в диспер�
сных материалах были разработаны различные
модификации FDTD�метода, позволяющие в про�
цессе вычислений учитывать зависимость диэлек�
трической проницаемости от частоты [2].

В данной работе (2+1)�мерное волновое урав�
нение записано в новой форме: вторая производ�
ная по времени внесена под интеграл свёртки,
описывающий электрическую индукцию или по�
ляризацию вещества. Разработана явная конеч�
но�разностная схема для решения такого волно�
вого уравнения (случай ТЕ�поляризации), позво�
ляющая моделировать распространение
электромагнитного излучения в планарном вол�
новоде с учётом зависимости диэлектрической
проницаемости вещества от частоты излучения.
В этом случае требуется меньше ресурсов памя�
ти, так как на каждом временном слое хранятся
только отсчёты напряжённости поля k

yE  и 1k
yE  .

В FDTD�методе на каждом временном слое в слу�
чае ТЕ�поляризации хранятся отсчёты 3�х про�
екций поля: k

yE , 1 / 2k
xH  , 1 / 2k

zH  . Проведено
сравнение результатов численного моделирова�
ния, полученных с помощью разработанной схе�
мы и программного пакета FullWAVE (RSoft),
реализующего дисперсионный FDTD�метод.
Моделирование распространения фемтосекунд�
ного прямоугольного импульса с резким передним

УДК 535.3

МОДЕЛИРОВАНИЕ   РАСПРОСТРАНЕНИЯ
ФЕМТОСЕКУНДНОГО  ИМПУЛЬСА  В  СРЕДЕ  С  ЧАСТОТНОЙ  ДИСПЕРСИЕЙ

© 2013  Е.С. Козлова1, 2

1 Институт систем обработки изображений РАН, г.Самара
2 Самарский государственный аэрокосмический университет имени академика С.П. Королева

(национальный исследовательский университет)

Поступила в редакцию 23.11.2013

Предложен алгоритм решения волнового уравнения для ТЕ�поляризации с учётом частотной диспер�
сии материала, с помощью явной разностной схемы. Анализ численного моделирования распрост�
ранения прямоугольного фемтосекундного импульса в кварце позволил обнаружить предвестники,
которые приходят в точку наблюдения раньше основного импульса в 1,4 раза и по интенсивности в
700 раз меньше его. Рассчитанное время задержки предвестников Зоммерфельда и Бриллюэна отли�
чается от теоретического на 7%.
Ключевые слова: математическая модель, волновое уравнение, частотная дисперсия, модель Сел�
лмейера, фемтосекундный прямоугольный импульс.

Козлова Елена Срегеевна, магистр прикладной матема�
тики и информатики, аспирант кафедры технической
кибернетики, стажер�исследователь.
E�mail: kozlova.elena.s@gmail.com

фронтом в планарном волноводе из кварцевого
стекла с учётом дисперсии показало наличие
предвестников Зоммерфельда и Бриддюэна, раз�
делённых в пространстве.

2. КОНЕЧНО�РАЗНОСТНАЯ СХЕМА
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

С УЧЕТОМ ДИСПЕРСИИ

Распространение света в двумерной линей�
ной изотропной диспергирующей среде для на�
пряжённости электрического поля описывается
волновым уравнением [3]:
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 – оператор Лапласа, E
y 

–

проекция вектора напряжённости электрического
поля на ось y (ТЕ�поляризация); x и z – попереч�
ная и продольная пространственные координаты;
t – время; с – скорость света в вакууме; D

у
 – проек�

ция вектора электрической индукции на ось y. В
случае немагнитной среды электрическая индукция
будет представлена интегралом свёртки [3]:

     
0

ˆ ˆ ˆ, , , , , ,y yD x z t x z t E x z t t dt


  . (2)

Будем считать, что свет распространяется в па�
ланарном волноводе, грани которого выполнены из
идеально отражающего материала, и в начальный
момент времени поле в волноводе отсутствует.

Воспользуемся принципом причинности и
будем считать, что в моменты времени t<0 диэ�
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лектрическая проницаемость и напряжённость
электрического поля равны 0:

     
0

ˆ ˆ ˆ, , , , , ,
t

y yD x z t x z t E x z t t dt  . (3)

Подставим (3) в уравнение (1), воспользуем�
ся формулой Лейбница и учтем граничные усло�
вия, тогда получим:
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Для учёта зависимости диэлектрической про�
ницаемости от частоты излучения воспользуем�
ся следующей обобщенной моделью:

     , , , , ,m
m

x z x z x z        ,   (5)

где  ,x z  � диэлектрическая проницаемость
на высоких частотах;  , ,m x z   � резонансная
составляющая. Данная модель, путем определе�
ния формы зависимости резонансной составля�
ющей от частоты, преобразуется во все общепри�
нятые модели дисперсии: Лоренца, Дебая, Дру�
де, Селмейера.

Временные отсчёты диэлектрической прони�
цаемости могут быть получены с помощью об�
ратного преобразования Фурье:

       , , , , ,m
m

x z t x z t x z t      , (6)

где  t  – дельта�функция.
Построим на равномерной сетке явную конеч�

но�разностную схему. Для этого в уравнении (4)
произведём замену частных производных разно�
стными соотношениями, а интеграл заменим ин�
тегральной суммой и учтем соотношение (6):
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где ˆ k
ijE , îj

 , ˆ s
ij  – сеточные аналоги функций

E
y
(x,z,t),  , ,x z t  и  , ,m x z t , взятые в узле

(i, j,k); 1 1
2

ˆ ˆ ˆ2ˆ i i i
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E E EE
h

     – разностный

оператор Лапласа; h – шаг аппроксимации; I, J, K
– количество интервалов разбиения по перемен�

ным x, z и t; x
x

lh
I

 , z
z

lh
J

  и t
t

lh
K

  – шаги

аппроксимации по переменным x, z и t; l
x
 и l

z
 –

ширина и длина волновода; T – время моделиро�
вания. Выделим первое и последнее слагаемые в
ряду свёртки, после чего воспользуемся началь�
ными условиями:
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В итоге мы получили явную конечно разно�
стную схему для волнового уравнения с учетом
зависимости диэлектрической проницаемости от
частоты:
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2. МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ
ИМПУЛЬСА В ВОЛНОВОДЕ
ИЗ КВАРЦЕВОГО СТЕКЛА

Проведём моделирование процесса прохож�
дения ультракороткого импульса света внутри
планарного волновода из кварцевого стекла. Для
учёта зависимости диэлектрической проницаемо�
сти (6) от частоты излучения воспользуемся мо�
делью Селлмейера [4]:
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где   – длинна волны;  ,x z  – диэлектри�
ческая проницаемость на высоких частотах;

 ,m x z  – величина резонанса;  ,m x z  – ре�
зонансная длина волны;   – мнимая единица;

 ,m x z  – коэффициент демпфирования. Пара�
метры модели Селлмейера для кварца взяты из
работы [4].

Резонансная составляющая в (6) с учётом (10)
представляет собой экспоненциальную функцию
(для удобства записи зависимость от переменных
x и z опущена) (  ,m x z =0):

  2 2
expm

m
m m

c ctt    
 

 
   

 
.          (11)

Зададим начальное условие в виде:

   0, cos sin sin
x s

x tx t t
l t
  

   
     

   
,  (12)

где t
s 
– время подачи импульса; 0

0

2 c


 – цент�

ральная частота излучения; 0  – центральная
длина волны излучения.

Зададим параметры входного излучения для
моделирования: t

s
=3,55 фс. На рис. 1а представ�

лен начальный импульс и его спектр. Для провер�
ки правильности решения волнового уравнения
(4) было проведено сравнение с решением урав�
нений Максвелла FDTD�методом. Решение урав�
нения (4) было реализовано с помощью разрабо�
танной программы в среде MATLAB, а FDTD�
метод был реализован с помощью коммерческой
программы FullWAVE. Сравнению подвергались
результаты, полученные с учётом частотной дис�
персии материала. В программе, реализующая
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конечно�разностную схему для волнового уравне�
ния, использовались следующие шаги аппрокси�
мации: h

x
= 0 /26 мкм, h

z
= 0 /53 мкм, h

t
= 0 /3192

мкм. Для FDTD�метода были выбраны следую�
щие параметры сетки: h

x
= 0 /26 мкм, h

z
= 0 /106

мкм, h =
t 0 /5320 мкм. Из рисунка 1б видно, что

полученные решения близки. Среднеквадратичес�
кое отклонение составило 3,6%.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРЕДВЕСТНИКОВ
ИМПУЛЬСА С РЕЗКИМ ПЕРЕДНИМ

ФРОНТОМ

В случае распространения в диспергирующей
среде ультракороткого светового импульса с рез�
ким передним фронтом можно наблюдать появ�
ление предвестников [3]. Так в точку 0z   сна�
чала в момент времени t

Z
 придёт предвестник

Зоммерфельда, потом в момент t
B
 � предвестник

Бриллюэна и лишь в момент t
GR

 � оптический
импульс. Формулы для расчёта времени прибы�
тия каждого из импульсов даны в [3]:

; ;Z B G R
z z zt t t
c u

   ,               (12)

где   – фазовая скорость; u – групповая скорость.
Промоделируем распространение прямоу�

гольного импульса в волноводе из кварцевого
стекла. Зададим начальное условие в виде:

   0, cos sin
x s

x tx t rect t
l t
 

   
     

   
.(13)

Для моделирования были выбраны следую�
щие параметры:, t

s
=3,55 фс, 0 =0,532 мкм, l

x
=1

мкм, lz=30 мкм, T=100,1 фс, hx= 0 /266 мкм,
h

z
= 0 /354 мкм, h

t
= 0 /886. На рис. 2а приведена

интенсивность начального импульса с резким
передним и задним фронтом и его спектр. На ри�
сунке 2б приведена зависимость интенсивности
импульса от времени в точке (x,z) = (0,7) мкм,
полученная после распространения ультрако�
роткого импульса вида (13) длительностью 3,55
фс внутри волновода из кварцевого стекла.

Ошибка в расчётах составила – 0,004 0 .

Пройдя всего 7 мкм в волноводе, начальный
импульс (рис. 2а) и его начальный спектр карди�
нально изменились. Из рисунок 2б видно, что
основному импульсу предшествуют два предвес�
тника. Однако интенсивность этих предвестни�
ков (в особенности предвестник Зоммерфельда)
много меньше интенсивности несущего импуль�
са (в 700 раз). На рис. 2в приведен спектр им�
пульса, показанного на рисунке 2б. Из рис. 2в
видно, что в спектре преобладают низкие часто�
ты, характерные для предвестника Бриллюэна,
в то время как высокие частоты, характерные для
предвестника Зоммерфельда, гораздо слабее.

 
а) б) 

Риc. 1. а – интенсивность 
2

yE  и амплитуда спектра S входного импульса в точке (x,z)=(0,0) мкм;
б – мгновенная интенсивность импульса вдоль оси z, полученная:

по схеме (9) (линия 1) и FDTD�методом (линия 2)

Риc. 2. а – интенсивность 
2

yE  и амплитуда спектра S входного прямоугольного импульса в точке (x,z)=(0,0) мкм;

б – временная зависимость интенсивности 
2

yE ;  в – спектр S  импульса в точке (x,z) = (0,7) мкм

 
а) б) в) 
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Несущая частота 0  так же не вносит основной
вклад в спектр импульса. В табл. 1 приведено
время t

теор
 и t

расч
 появления предвестников Зом�

мерфельда и Бриллюэна и основного импульса
в точке (x,z) = (0,7) мкм, полученные с помощью
формул (12), а также рассчитанные на основе
данных моделирования.

Из табл. 1 видно, что предвестник Зоммер�
фельда приходит точку наблюдения в 1,36 раз
быстрее, чем основной импульс. эта цифра согла�
суется с показателем преломления кварца на не�
сущей длине волны n

0
=1,46 ( 0 =532 нм).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1) Волновое уравнение размерностью (2+1)
записано в нестандартной форме, в котором вто�
рая производная по времени от напряжённости
электрического поля находится под знаком интег�
рала свёртки, описывающим временную зависи�
мость электрической индукции (уравнение (4));

2) предложена явная конечно�разностная схема
(9) для решения волнового уравнения (4), учитыва�
ющего зависимость диэлектрической проницаемо�
сти от частоты; алгоритм решения уравнения (4)
реализован в виде программы в среде MATLAB;

3) проведено сравнение результатов численно�
го моделирования, распространения фемтосекун�
дного импульса длительностью 3,55 фс с длиной
волны 532 нм в планарном волноводе из кварцево�
го стекла, дисперсия которого описывается моде�
лью Селлмейера, полученных с помощью решения

Таблица 1. Время появления предвестников и основного импульса в точке (x,z)=(0,7) мкм

Тип импульса tтеор, фс tрасч, фс Отклонение, % 
Предвестник Зоммерфельда 23,35 25,09 7,45 
Предвестник Бриллюэна 35,37 32,89 7,53 

Несущий импульс 39,02 34,19 12,38 

волнового уравнения (4), и решения уравнений
Максвелла методом FDTD с учётом дисперсии, ре�
ализованном в программе FullWAVE; среднеквад�
ратическое отклонение составило 4% (рис. 1б);

4) моделирование распространения фемтосе�
кундного прямоугольного импульса длительнос�
тью 3,55 фс в том же волноводе, показало нали�
чие разделенных во времени предвестников Зом�
мерфельда и Бриллюэна, интенсивность которых
в 700 раз меньше интенсивности несущего им�
пульса (рис. 2б); среднеквадратическое отклоне�
ние времени появления предвестников, получен�
ного с помощью теоретических формул, от вре�
мени, полученного при моделировании,
составило для предвестника Зоммерфельда и
предвестника Бриллюэна около 7% (табл. 1).
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