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Приведена методика построения кинематически возможных полей скоростей для осесимметричной де-
формации при прессовании трубы, основанная на использовании конечных интегральных преобразова-
ний. Даны аналитические выражения для расчета напряженно-деформированного состояния в очаге 
деформации. 
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Исходя из вариационных принципов меха-

ники сплошных сред, если известны поля скоро-
стей, то путем их дифференцирования легко опре-
деляются поля скоростей деформаций [1, 2]. Поля 
напряжений могут быть получены в дальнейшем 
из уравнений статики и связи, в качестве которых 
можно использовать уравнения теории течения или 
теории деформаций. Известные методы в большей 
или меньшей степени связаны с необходимостью 
проведения экспериментов, например, для апрок-
симации условий течения. В данной работе сделана 
попытка описать деформированное состояние чи-
сто аналитическим путем.  

Аналитический метод применен для осе-
симметричной деформации при прессовании круг-
лой трубы с неподвижной иглой из полой заготов-
ки. После скоростей для данного процесса опреде-
лим через интегрирование условия неразрывности 
материала заготовки при заданных граничных 
условиях методами математической физики [3]. В 
цилиндрической системе координат (r, φ, z) гео-
метрический очаг пластической деформации опи-
шем в виде полого цилиндра высотой h и радиуса-
ми R0 и r0. Схема процесса деформирования пред-
ставлена на рис. 1. Пусть в области пластического 
течения задан потенциал скоростей U (r, z), связан-
ный с вектором скорости соотношением 

 
𝑉 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑈(𝑟, 𝑧) 

 
или в координатной форме 
 

𝑉𝑟 = 𝜕𝑈
𝜕𝑟

,   𝑉𝑧 = 𝜕𝑈
𝜕𝑧

   (1) 
 

Если в очаге деформации отсутствуют источники, 
стоки и завихрения, то условие несжимаемости 
можно записать в следующем виде 
 

𝜕2𝑈
𝜕𝑟2

+ 1
𝑟

 𝜕𝑈
𝜕𝑟

+ 𝜕2𝑈
𝜕𝑧2

= 0   (2) 
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Из условия симметрии дифференцирование по φ 
опущено. Граничные условия на контуре очага де-
формации 
 

 𝜕𝑈
𝜕𝑟

|𝑟=𝑟0 = 𝜕𝑈
𝜕𝑟

|𝑟=𝑅0 = 0  (3) 
 

𝜕𝑈
𝜕𝑧

|𝑧=ℎ = 𝑉0;  𝜕𝑈
𝜕𝑧

|𝑧=0 = 𝑉1 на (r0, r1) и 0 на (r1,R0) 
 

 
 

Рис. 1. Схема очага пластической деформации  
при прессовании трубы 

 
Задание уравнения (2) и граничных условий 

(3) определяет потенциал U (r,z) однозначно с точ-
ностью до постоянного слагаемого. Для отыскания 
потенциала скоростей используем конечные инте-
гральные преобразования [3], которые предпола-
гают исключение операции диф-ференцирования 
по r, обращение уравнения (2) в обыкновенное 
дифференциальное уравнение. Найдем ядро пре-
образования, позволяющее исключить дифферен-
циальные операции по z из решения уравнения 

 
𝜕2𝐾�

𝜕𝑟2
+ 1

𝑟
𝜕𝐾�

𝜕𝑟
+ 𝜆𝑘2𝐾� = 0  (4) 

 
и граничного условия 
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𝜕𝐾
𝜕𝑟

|𝑟=𝑟0 = 𝜕𝐾
𝜕𝑟

|𝑟=𝑅0 = 0 (5) 
 

Подчинив общее решение 𝐴𝐼0(𝜆𝑘𝑟) +
𝐵𝑁0(𝜆𝑘𝑟) уравнения (4) условиям (5), получим  

 
−𝐴𝜆𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟0) − 𝐵𝜆𝑘𝑁1(𝜆𝑘𝑟0) = 0 

−𝐴𝜆𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅0) − 𝐵𝜆𝑘𝑁1(𝜆𝑘𝑅0) = 0 (6) 
 

Чтобы существовали решения, отличные от 
тривиального решения 𝐴 = 𝐵 = 0, определитель 

 

�
𝐼1(𝜆𝑘𝑟0) 𝑁1(𝜆𝑘𝑟0)
𝐼1(𝜆𝑘𝑅0) 𝑁1(𝜆𝑘𝑅0)� 

 

должен быть равен нулю, что для определения 
собственных чисел дает уравнение  
 
𝐼1(𝜆𝑘𝑟0)𝑁1(𝜆𝑘𝑅0) − 𝑁1(𝜆𝑘𝑟0)𝐼1(𝜆𝑘𝑅0) = 0 

 
Решив систему (6), найдем, что с точностью 

до произвольного множителя  
 
𝐴 = −𝑁1(𝜆𝑘𝑟0),       𝐵 = 𝐼1(𝜆𝑘𝑟0) 

 
Таким образом, можно принять 
 
𝐾𝑘(𝑟) = 𝐼(𝜆𝑘𝑟0)𝑁0(𝜆𝑘𝑟) − 𝑁1(𝜆𝑘𝑟0)𝐼0(𝜆𝑘𝑟) 

 
Нормирующий множитель Ck равен 

 

𝐶𝑘 = � [𝐼1(𝜆𝑘𝑟0)𝑁0(𝜆𝑘𝑟)−

𝑅0

𝑟0

𝑁1(𝜆𝑘𝑟0)𝐼0(𝜆𝑘𝑟)]2𝑟𝑑𝑟 =
2

𝜋2𝜆𝑘2
∙
𝐼1(𝜆𝑘𝑟0) − 𝐼1(𝜆𝑘𝑅)

𝐼12(𝜆𝑘𝑅0)
 

 
Осуществив в интервале 𝑟0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0 преобразова-
ние с ядром 𝑟

𝐶𝑘
∙ 𝐾𝑘(𝑟), приведем задачу (2), (3) к 

виду 
 

𝑑2𝑈�

𝑑𝑧2
− 𝜆𝑘2𝑈� = 0  (7) 

𝑑𝑈�
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𝑑𝑈�
𝑑𝑧

|𝑧=0 =
𝑉1
𝐶𝑘

� 𝐾𝑘(𝑟)𝑟𝑑𝑟 =
𝑉1𝑟1
𝐶𝑘𝜆𝑘

[𝐼(𝜆𝑘𝑟0)𝑁1(𝜆𝑘𝑟1) − 𝑁1(𝜆𝑘𝑟0)𝐼1(𝜆𝑘𝑟1)]

𝑅0

𝑟0

= 

= 𝑉1�            (8) 
 

Общее решение уравнения (7) при граничных 
условиях (8) 
 

𝑈0 = −𝑉0𝑧 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡               𝑘 = 0 

𝑈�𝑘 =
𝑉1
𝜆𝑘
∙
𝑐ℎ𝜆𝑘(ℎ − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘ℎ
          𝑘 > 0 

 

Применяя формулу обращения, получим ис-
комое решение в виде сходящегося ряда 

 

𝑈(𝑟, 𝑧) = 𝑈0 + �𝑈𝑘����
∞

𝑘=1

𝐾𝑘(𝑟) 

𝑈(𝑟, 𝑧) = −𝑉0𝑧 + ∑ 𝑉1𝑐ℎ𝜆𝑘(ℎ−𝑧)
𝜆𝑘𝑠ℎ𝜆𝑘ℎ

𝐾𝑘(𝑟) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡∞
𝑘=1   (9) 

 
Взяв градиент от потенциала (9) получим непре-
рывное кинематически возможное поле скоростей 
для прессования трубы: 
 

𝑉𝑧
𝑉0

= −1 −�
𝑉1� 𝑠ℎ𝜆𝑘(ℎ − 𝑧)

𝑠ℎ𝜆𝑘ℎ

∞

𝑘=1

𝐾𝑘(𝑟) 

𝑉𝑟
𝑉0

= ∑ 𝑉1���𝑐ℎ𝜆𝑘(ℎ−𝑧)
𝜆𝑘𝑠ℎ𝜆𝑘ℎ

∞
𝑘=1 𝐾𝑘(𝑟)  (10) 

𝑉 = �𝑉𝑟2 + 𝑉𝑧2,              Ψ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑉𝑟
𝑉𝑧

 
 
Компоненты тензора скоростей деформаций 

в каждой точке зоны пластической деформации 
можно определить по формулам: 

 

𝜀𝑟̇ =
𝜕2𝑈
𝜕𝑟2

;    𝜀𝜑̇ =
1
𝑟

 
𝜕𝑈
𝜕𝑟

;   

 𝜀𝑧̇ = 𝜕2𝑈
𝜕𝑧2

;    𝛾̇𝑟𝑧 = 2 𝜕2𝑈
𝜕𝑟𝜕𝑧

  (11) 
 

Компоненты тензора напряжений могут 
быть определены из уравнений равновесия, запи-
санных в цилиндрической системе координат, со-
отношений между напряжениями и скоростями 
деформации и условия пластичности Мизеса. В 
результате получим 

 

𝜎𝑟 = 𝜎𝑧 +
Ԑ̇𝑟 − Ԑ̇𝑧

𝜆
 

𝜎𝜑 = 𝜎𝑧 + Ԑ̇𝜑−Ԑ̇𝑧
𝜆

  (12) 

𝜏𝑟𝑧 =
𝛾̇𝑟𝑧
2𝜆

 
 
Так как рассматривается установившийся 

процесс, то компоненты напряжений являются 
функциями только координат 

 

𝑑𝜎𝑧 = 𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑟
𝑑𝑟 + 𝜕𝜎𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑧  (13) 
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Интегрируя выражение (13) от какой-либо точки 
(r0, z0), получим осевой компонент напряжения в 

виде 

 

𝜎𝑧(𝑟, 𝑧) = � �
𝜕
𝜕𝑟
�
Ԑ̇𝑧 − Ԑ̇𝑟

𝜆
� −

𝜕
𝜕𝑧
�
𝛾̇𝑟𝑧
2𝜆
� −

Ԑ̇𝑟 − Ԑ̇𝜑
2𝜆

� 𝑑𝑟 −
𝑟

𝑟0
 

−∫ � 𝜕
𝜕𝑧
�𝛾̇𝑟𝑧
2𝜆
� + �𝛾̇𝑟𝑧

2𝑟𝜆
�� 𝑑𝑧 + 𝜎𝑧(𝑟0, 𝑧0)𝑧

𝑧0
   (14) 

 
Величина 𝜎𝑧(𝑟0, 𝑧0)  может быть определена из 
условия равенства нулю результирующей силы в 
выходном сечении. 

На рис. 2 показано распределение осевых 
сжимающих напряжений в области очага пла-
стической деформации, полученных расчётом на 
ЭВМ при прессовании свинцовой заготовки с 
коэффициентом вытяжки, равным 3,5. Получен-
ная картина течения достаточно близка к экспе-
риментальной [4]. 

 

 
 

Рис. 2. Характер распределения осевых  
сжимающих напряжений в очаге пластических 

деформаций 

Выражения (10), (11), (12), (14) представ-
ляют основные уравнения, описывающие напря-
женно-деформированное состояние при прессо-
вании трубы. Решение этих уравнений при за-
данных граничных условиях по напряжениям и 
скорости, а также по известной зависимости 
между интенсивностями напряжений и скоро-
стей деформаций, получаемой из опытов на рас-
тяжение или сжатие для конкретных материалов, 
является полным решением исследуемой задачи. 
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