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ВВЕДЕНИЕ

В ряде случаев [1
3] при вычислениях появ

ляются выражения, содержащие под знаком ин

теграла осциллирующую функцию. Достаточно
часто их можно преобразовать к комбинации эле

ментарных и спиральных функций.

В данной работе произвольной спиральной
функцией будем называть функцию вида
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где   – вектор параметров, а функции 21 , gg  та

ковы, что при t  интеграл сходится, при этом

1g  не имеет конечного предела при t . Если
эти условия выполнены, то при параметричес

ком задании )()()()( tftytftx sc   получим
кривую с формой закручивающейся спирали.
Стандартными примерами могут являться sici

спираль или спираль Корню. Если условие от

сутствия конечного предела не выполнено, то
кривая не будет похожа на спираль – с ростом
аргумента кривая стремится к предельной точке
без закручивания вокруг неё. Если при бесконеч

ном аргументе интеграл расходится, то получим
раскручивающуюся спираль. (Очевидно, имеют

ся целые семейства спиральных функций, не опи

сываемых формулой (1), так как косинус и/или
синус можно заменить другими осциллирующи�
ми функциями, например, функциями Бесселя.)
Далее мы ограничимся лишь одним классом из
семейства (1).

1. ОБСУЖДАЕМЫЙ КЛАСС
СПИРАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Мы рассмотрим следующий класс спираль

ных функций
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где 00 u  при 10  k , и 0u при 1k . Если
0k  (при этом спираль является раскручиваю


щейся), то интегрированием по частям мы можем
выразить требуемую спиральную функцию в
виде комбинации элементарных функций и спи

ральной функции с параметром 0 1k  . Назо

вём эти функции обобщёнными интегральным
синусом и косинусом. При 1k  имеем стандарт

ные интегральный синус и косинус, а при 2/1k
с точностью до постоянного множителя – функ

ции Френеля.

Функции (2) встречаются при вычислении
электромагнитного поля, формируемого опти

ческим элементом в виде обобщённой параболи

ческой линзы. Кроме того, спираль, соответству

ющая функциям (2), удобна для тестирования
некоторых алгоритмов обработки изображений,
в которых вычисляется кривизна кривой. Дело в
том, что для такой спирали получаются простые
формулы для кривизны (в текущей точке) и, что
бывает намного реже, для длины дуги от некото

рой начальной точки до текущей. Более того, ана

литически получаются обратные формулы – при
каком значении параметра будет заданная кри

визна и длина дуги. Примеры спиралей приведе

ны на рис. 1. Отметим, что при 1k  полная дли

на спирали бесконечна, а при 1k  конечна.

В ряде работ похожие функции уже рассмат

ривались. Так, в [4] упомянуто однопараметри

ческое семейство функций, которые при частном
значении параметра выражаются через

)2/3,(cos tI  и )2/3,(sin tI . В [5] рассмотрен намно

го более близкий случай. Там введены обобщён
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получены приближённые формулы для большо

го значения аргумента, на основе которых вычис
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лены некоторые фрактальные характеристики
соответствующей спирали, называемой p
клото

идой. Эти интегралы с точностью до постоянно

го множителя сводятся к )/11,(cos ptI   и

)/11,(sin ptI  , таким образом, покрывая наш ди

апазон 10  k . Однако в [5] не упомянуты вы

числительные аспекты получения значений этих
интегралов. Кроме того, наш класс шире – име

ется область параметров 1k . В принципе в этой
области, если параметр не равен 1, можно приве

сти функцию к комбинации элементарных и фун

кции с параметром, меньшим 1. Но такое преоб

разование не всегда оправдано с точки зрения
вычислительной сложности (см. ниже) и не очень
удобно для программной реализации. Наконец,
главное расширение состоит в возможности да


вать для t  и k  комплексные значения, естествен

но, с определёнными ограничениями, о которых
далее будет сказано. Комплексное значение t  по

лучается, например, при приближённо
аналити

ческом вычислении амплитуды электромагнит

ного поля модифицированным методом стацио

нарной фазы [6] при освещении оптического
элемента гауссовым пучком.

2. ПРИБЛИЖЁННО�АНАЛИТИЧЕСКИЕ
ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ДАННОГО

КЛАССА ФУНКЦИЙ

Выражение будем записывать отдельно для
обобщённого интегрального синуса/косинуса в
обоих диапазонах: 10  k  и 1k .

 
а)                                                                         б) 

 
в)                                                                         г) 

Рис. 1. Примеры спиралей для различных значений параметра.
Начало координат взято в предельной точке – центре спирали.

а) k=0,2;  t в диапазоне 0…25;  масштаб 100;  центр: x=0,360  y=1,107
б) k=0,8;  t в диапазоне 1…25;  масштаб 200;  центр: x=4,366  y=1,419

в) k=1,3;  t в диапазоне 1…25;  масштаб 300;  центр: x=0  y=0
г) k=2;  t в диапазоне 2…20;  масштаб 1000;  центр: x=0  y=0
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2.1. Обобщённый интегральный косинус
при 10  k

Представление в виде степенного ряда:
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Этот ряд имеет бесконечный радиус сходимо

сти, но при большом значении аргумента сходит

ся медленно, поэтому в этом случае более целесо

образно использовать другое выражение.

Асимптотическое разложение при большом
аргументе t .

Представим искомую величину в виде разно
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. Первое сла


гаемое вычисляется точно [7], а втором произво

дится интегрирование по частям (тригонометри

ческая функция является интегрируемым
множителем) некоторое число раз. В результате
после преобразований получим представление:
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Здесь m
nA  – число размещений из n  по m .

Вопрос о выборе между формулами (3) и (4)
и требуемом количестве слагаемых обсуждается
ниже в отдельном параграфе.

2.2. Обобщённый интегральный синус
при 10  k

Здесь всё аналогично пункту 2.1.
Представление в виде степенного ряда:
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Асимптотическое разложение при большом
аргументе t .

Представив искомую величину в виде разно
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 , аналогично

),(cos ktI  (с использованием формулы из [7]),
получим представление:
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2.3. Обобщённые интегральные синус
и косинус при 1k

В данном диапазоне параметра удобнее рас

сматривать обе функции в одном пункте. Так как
здесь постоянный предел равен бесконечности, а

не нулю, то проще получается разложение при
большом аргументе t . А именно, сохраняют силу
формулы (4) и (6) без свободного слагаемого, так
как при выводе разложения не использовалось
условие 10  k .

Степенной ряд при не очень большом аргу

менте t  получить несколько сложнее. Вначале
рассмотрим нецелые значения параметра k .

Пусть ][km   
 целая часть числа k . Тогда m

кратным интегрированием по частям (тригоно

метрическая функция является дифференцируе�
мым множителем) мы сведём задачу к случаю,
когда степень знаменателя меньше единицы, ко

торый уже рассмотрен.

Рассмотрим обобщённый интегральный ко

синус.
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Далее в первой сумме чередование знаков у
tcos  и tsin  периодически продолжается, число

слагаемых в первой сумме равно m . Подобно
структуре первой сумме вторая сумма имеет раз

личный вид в зависимости от величины остатка
от деления m  на 4.
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Представление (7а), (7б) верно для любого

значения аргумента, поэтому, в принципе, мы
всегда можем перейти к параметру меньшему
единицы, но при большом значении аргумента
это делать нецелесообразно. Степенной ряд для
функций с параметром mk   даётся формулой
(3) или (5), а значения с параметром mk   и бес

конечным аргументом – это свободные слагае

мые в (4) или (6). В силу громоздкости явный
вид степенного ряда, получаемого по (7а), (7б),
выписывать не будем.

Аналогично для обобщённого интегрально

го синуса.
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Число слагаемых в первой сумме равно m .
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Пусть теперь параметр k  является целым. К

сожалению, мы не можем придти к нулевому зна

чению параметра, но можем его сделать равным
единице – все формулы (7), (8) сохраняют силу
и для целого 1k , если положить 1 km . Ос

талось рассмотреть только случай 1k .

Для )1,(sin tI  ряд легко получается переходом
к нижнему пределу, равному нулю, как при пара

метре, меньшем единицы. (На самом деле, для
обобщённого интегрального синуса можно было
бы сохранить нижний предел, равный нулю, для
значений параметра вплоть до двух.)
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Разложение интеграла в ряд производится по
формуле (5), если подставить 1k .

Получить таким же способом ряд для )1,(cos tI
невозможно, так как оба интеграла в разности,
аналогичной имеющейся в (9) расходятся. Соб

ственно, поэтому мы и поменяли нижний предел
на бесконечный. Однако )1,(cos tI  совпадает со
стандартным интегральным косинусом, для ко

торого в [8] есть готовая формула:
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Здесь ...5772,0C  
 постоянная Эйлера. Ряд
для )1,(sin tI  тоже можно было взять в готовом
виде. Заметим, что в (9б) слагаемые степеней вто

рой и выше такие же, как в формуле (3) при
подстановке 1k . К сожалению, в [8] нет хотя бы
краткого (нестрогого) доказательства формулы
(9б). Правда, логарифмическое слагаемое и чле

ны с положительными степенями получаются
тривиально, вопрос лишь в доказательстве того,
что слагаемое нулевой степени равно постоянной
Эйлера. Отсутствие доказательства помешает нам
ниже, когда готовой формулы нет, но доказатель

ство можно было бы сделать по аналогии с (9б).

3. НЕКОТОРЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ
АСПЕКТЫ

В этом параграфе мы опишем некоторые под

робности численной реализации аналитических
представлений из предыдущего параграфа. Да

лее в параграфе символом   обозначена допус

тимая абсолютная погрешность. Аргумент t  вез

де предполагается положительным.

3.1 . Формула (3)

Перепишем её правую часть в виде 




 
0

1

n
n

k at .

Ряд является знакочередующимся, поэтому для
достижения желаемой точности достаточно, что


бы было )( 11





kn
t

a . Для ускорения вычис


лений члены ряда вычисляются рекуррентно:

kn
kn

nn
t

a
a

k
a

n

n










 

32
12

)22)(12(1
1 2

1
0 . (10)

3.2.  Формула (4)
Перепишем её правую часть в виде

 21
cossin

)2/cos()(2
S

t
t

S
t

t
kk kk





.

Та к  к а к 1cos,1sin  tt , поэтому достаточ

но найти суммы 21 , SS  с точностью до kt1 .
Так как ряды, определяющие эти суммы, явля

ются не сходящимися, а асимптотическими, то
обрывать их следует не позже, чем когда слагае

мые перестанут убывать. В обозначениях, таких
же, как в (10) имеем.

Для 1S :

 )12)(2(
1

1
2

1
0   nknk

ta
a

a
n

n
.

Слагаемое 1na  не берём, если 11 

n

n

a
a

. Ми


нимальное значение слагаемого na  примерно

равно 
2

0

0

0)(

)!2(
min






tn
t

t
a , где  tt 0  
 целое сверху,

например     2131,2  .
Для 2S :

)22)(12(
1
2

1
0   nknk

ta
a

t
k

a
n

n
.

Слагаемое 1na  не берём, если 11 

n

n

a
a

. Ми


нимальное значение слагаемого na  такое же как
для суммы 1S .

Итак, если 12
0

0

0)(

)!2(



tt

t
, то применяется фор


мула (4), иначе формула (3). Естественно, про

верка имеет смысл только при 30 t , при мень

шем значении всегда применяется (3).

3.3. Формула (5)
Здесь аналогично пункту 3.1 перепишем её

правую часть в виде 




 
0

2

n
n

k at . Для достижения
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желаемой точности достаточно, чтобы было

)( 12





kn
t

a . Для ускорения вычислений чле


ны ряда вычисляются рекуррентно:

kn
kn

nn
t

a
a

k
a

n

n










 

42
22

)32)(22(2
1 2

1
0 .(11)

3.4. Формула (6)
Аналогично пункту 3.2 перепишем её правую

часть в виде 21
sincos

)2/cos()1( S
t

t
S

t
t

kk
kk

 .

Здесь суммы 21 , SS  такие же, как в пункте 3.2.
Поэтому верны те же результаты.

Формулы (7), (8), (9а) комментариев не
требуют.

3.5. Формула (9б)
Здесь всё очень похоже на пункт 3.1. Неболь


шое изменение есть только в рекуррентном вы

числении членов ряда:

1)22)(12(4

2
1

2

1 



 

n
n

nn
t

a
at

a
n

n
.    (12)

4. ОСОБЕННОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ

ДЛЯ СЛУЧАЯ ВЕЩЕСТВЕННОГО k
И КОМПЛЕКСНОГО t

В основном верны рассуждения из парагра

фа 3. В пунктах 3.1 (то же в 3.5) и 3.3 изменение
незначительное – ставится знак модуля комплек


сного числа. В пункте 3.1 будет 
kt 




11 , а в пун


кте 3.3 kt 




21 . Больше изменений будет в пун


ктах 3.2 (то же в 3.4). Одно незначительное:
 )(0 tabst  , другое намного существеннее и оно

связано с тем, что при комплексном аргументе
нельзя считать, что синус и косинус по модулю
не превосходят единицы. Вместо этого можно до

казать, что выполняются приближённые нера

венства: 2/cos,2/sin 22 tt etet  ,  где

tt Im2  . Поэтому изменится выражение для

2
2

1 



t

k

e

t
.

5. ИЗМЕНЕНИЯ ДЛЯ СЛУЧАЯ

КОМПЛЕКСНОГО k

Исходя из равенства uikkikkk euuu ln2121   ,

получим, что 1kk uu  , то есть мнимая часть па

раметра не влияет на сходимость интеграла. По

этому все рассуждения предыдущих параграфов
сохраняют силу, если в неравенствах, определя

ющих диапазон значений параметра и в форму

лах из параграфа 3 для 1  заменить k  на 1k .
Единственная сложность будет только в анали

тическом представлении степенного ряда из пун

кта 2.3, когда 1k  
 целое число. Если требуется
только одна из двух функций, то в половине слу

чаев проблемы не будет, но благоприятные слу

чаи для разных функций не перекрываются, по

этому если нужны обе функции, то проблема по

явится при любом целом 1k  
 см. (7б) и (8б).
Причина в том, что уже было упомянуто в конце
параграфа 2, мы не можем вычислить

)1,(cos 2iktI  , так как нечем заменить формулу
(9б). Большую часть слагаемых заменяющей
формулы мы выписать можем:









 




1

2

1 )2()!2(
)1(

)lncos()lnsin(
cos

)1,(cos
n

innt

i inn
t

Atitdu
u

u
itI .(13)

Но в этой формуле неизвестна величина A ,
не зависящая от t . Пока в программной реали

зации эта проблема никак не решается. В прин

ципе можно использовать приём, который иног

да используется для вычисления функции Бес

селя Y  п р и цел ом  инде ксе .  П оль зуясь
свойством непрерывности, пишут приближён

ное равенство   2/  YYY , а при неце

лом индексе вычисления намного проще. Прав

да, в отличие от функций Бесселя, есть исклю

чение 
 такой приём подходит для всех целых

1k , кроме 11 k .
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