
589

Механика и машиностроение

ВВЕДЕНИЕ

Изучение движений математического маят�
ника обнаруживает много качественных свойств
динамики нелинейной системы и вызывает как
самостоятельный интерес у современных иссле�
дователей, так и в прикладных задачах, когда
плоские движения исследуемых систем и объек�
тов при различных упрощениях моделируют ма�
тематическим маятником. Так, например, в ра�
боте [1]  изучены бифуркации равновесий и ис�
следованы резонансы в задаче о колебаниях
маятника переменной длины на вибрирующем
основании при больших частотах вибраций и
малых амплитудах колебаний длины маятника
и точки его подвеса. В [2] при помощи КАМ�тео�
рии проанализированы условно�периодические
движения системы в  задаче о движении двух оди�
наковых маятников, связанных линейной упру�
гой пружиной, в окрестности их устойчивого вер�
тикального положения равновесия. Задача о ста�
билизации релейным управлением программных
движений маятника в переменном поле силы тя�
жести при наличии неучтенных воздействий ре�
шена в работе [3] с помощью метода предельных
функций и предельных систем [4].

 Одной из классических задач механики о ма�
ятниковых движениях является задача об управ�
лении движением маятника переменной длины,
являющегося одномассовой моделью качелей.
Так авторами в ряде работ, например [5–10], ис�
следовались вопросы устойчивости и неустойчи�
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вости верхнего и нижнего положений, влияния
сил (сухого, вязкого трений и аэродинамическо�
го сопротивления), выбора оптимальных режи�
мов раскачки, гашения колебаний и возникнове�
ния резонансов.  Перемещая массу вдоль невесо�
мого стержня по принципу раскачки качелей,
можно решать и некоторые прикладные задачи
об управлении движениями более сложных объек�
тов. Например, в  работе [11] с помощью закона
управления подвижной массой, предложенного
в [12], решены задачи о диаметральной переори�
ентации и гравитационной стабилизации плос�
ких движений спутника на круговой орбите.

Основными недостатками управления дли�
ной маятника по принципу качелей являются
следующие. Во�первых, в большинстве указан�
ных выше работ задачи об управлении качеля�
ми решались с помощью скачкообразного (ре�
лейного) изменения величины перемещения
подвижной массы. В силу инертности  масс на
практике реализация релейного изменения дли�
ны представляется затруднительной. Авторами
работ [11, 12] предложен непрерывный закон
движения подвижной массы, позволяющий рас�
качивать и тормозить качели. Но управляющий
закон, предложенный в этих работах, предпола�
гает неограниченность расстояния от точки под�
веса до подвижной массы в обе стороны, в част�
ности, в [12] авторами приведен численный при�
мер, в котором теоретически считается, что
стержень продлен вверх за точку подвеса маят�
ника с предоставленной возможностью движе�
ния по нему подвижной массы, что является не�
целесообразным и крайне затруднительным с
точки зрения практической реализации. В ра�
боте [13] был предложен новый закон управле�
нием длиной маятника, который предполагает
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ограниченность относительного перемещения
этой массы вдоль стержня. Но он имеет точки
излома, значит, как и для релейного закона уп�
равления, при его реализации будет возникать
эффект биения вследствие скачкообразного из�
менения скорости движения управляемой мас�
сы. Во�вторых, в большинстве указанных работ
отмечается очень медленная сходимость ампли�
туды к положению нижнего равновесия, что де�
лает эти способы управления слабо эффектив�
ными вблизи окрестности нуля.

В данной работе предложен новый закон уп�
равления длиной одномассового  маятника, по�
зволяющего одновременно существенно увели�
чивать (уменьшать) длину маятника и гасить
амплитуду плоских колебаний относительно его
вертикального положения. Реализация таких
движений может быть полезна в различных
приложениях, например, при моделировании
процесса опускания или подъема груза с помо�
щью тросовой лебедки, расположенной на бор�
ту зависшего вертолета, при проведении строи�
тельных или спасательных работ в труднодос�
тупных местах.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим в поле силы тяжести плоские дви�
жения закрепленного в неподвижной точке неве�
сомого стержня с подвижной точечной массой –
математический маятник переменной длины.

Пусть l  – расстояние от точки подвеса маят�
ника до  материальной точки массы m , которая
может перемещаться вдоль стержня. Угол откло�
нения маятника от вертикали обозначим через
ϕ . Как и в [11], управлением будет расстояние
от точки подвеса до подвижной массы, то есть
длина маятника.

Кинетическая и потенциальная энергии ма�
ятника имеют вид:

 ( )2 2 2( ) ( )
2
mT l t l t= ϕ + && , ( ) cosП mgl t= − ϕ .

Запишем уравнение движения маятника в
виде уравнения Лагранжа второго рода:

22 ( ) ( ) ( ) ( ) sin 0ml t l t ml t mgl tϕ + ϕ+ ϕ =& & && , (1)

где g  – ускорение сил тяготения; точка обозна�
чает производную по времени.

Поставим и решим две задачи об управлении
плоскими движениями маятника – построить
законы управления движением подвижной мас�
сы  (или управления длиной маятника), реали�
зующие существенное увеличение или уменьше�
ние длины маятника с одновременным гашением
амплитуды его колебаний в окрестности нижне�
го положения равновесия.

2. УСПОКОЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ МАЯТНИКА
ПРИ УВЕЛИЧЕНИИ ЕГО ДЛИНЫ

Рассмотрим вспомогательную функцию
( , )F ϕ ϕ&  с ее производной по времени, определен�

ные равенствами:

2

( , ) sin
cos sin

F
F
ϕ ϕ = ϕ⋅ϕ,

= ϕ⋅ϕ + ϕ⋅ϕ.

& &

& & &&
 (2)

Зададим закон изменения длины маятника при
его движениях согласно следующим равенствам:

 0
0

( )
t

l l F dtν θ= + ⋅∫ &

2

2

0, если cos sin 0,
( )

1, если cos sin 0
F

F
F

θ
⎧ = ϕ⋅ϕ + ϕ⋅ϕ<⎪= ⎨

= ϕ⋅ϕ + ϕ⋅ϕ≥⎪⎩

& & &&
&

& & &&
, (3)

где 0v const= >  – скорость изменения длины
маятника, ( )Fθ &  – функция Хевисайда.

Производная от величины l  запишется ра�
венством:

( )l Fν θ= ⋅& & . (4)

Подставив (3) и (4) в (1), получим уравнения
движения маятника в виде:
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 (5)

Проинтегрируем численно систему (5) при
следующих значениях входящих в нее парамет�
ров: 1m кг= , 0 1l м= , 29,81 /g м с= ,

1 /м сν = и начальных данных движения:

0 / 6 радπϕ = , 0 0 /рад сϕ =& . Интегрирова�
ние проведено на временном промежутке

[ ]0;100t с∈ .
На рис. 1–5 представлены графики числен�

ных расчетов. Рис. 1 и 2 иллюстрируют асимпто�
тическую сходимость к нулевому значению вели�
чин ϕ  и ϕ&  с течением времени, что соответству�
ет затуханию амплитуды колебаний маятника.
Фазовый портрет системы на рисунке 3 тоже
подтверждает сделанные выводы об успокоении
колебаний маятника в окрестности нижнего по�
ложения равновесия. Тем временем график из�
менения величины l  на рисунке 4 демонстриру�
ет ее существенный рост от значения 0 1l м=  до
значений, превосходящих 50 метров на рассмат�
риваемом интервале движения. Показательной
является кривая, изображенная на рис. 5, иллюс�
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трирующая одновременный рост длины маятни�
ка с асимптотическим уменьшением амплитуды
его движения. Итак, предложенный закон (3) уп�
равлением подвижной массой маятника решает
поставленную задачу о существенном увеличе�
нии его длины при одновременном гашении амп�
литуды колебаний.

3. УСПОКОЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ МАЯТНИКА
ПРИ УМЕНЬШЕНИИ ЕГО ДЛИНЫ

Теперь решим противоположную задачу об
управлении плоскими движениями маятника –
построить закон управления движением подвиж�
ной массы  (или управления длиной маятника),
реализующий существенное уменьшение длины

маятника с одновременным гашением амплиту�
ды его колебаний в окрестности нижнего поло�
жения равновесия.

Зададим закон изменения длины маятника при
его движениях согласно следующим равенствам:

0
0

( )
t

l l F dtν θ= − ⋅∫ & , (6)

 Рис. 4. График ( )l t
Рис. 1. График ( )tϕ

Рис. 2. График ( )tϕ&

Рис. 3. Фазовая плоскость

Рис. 5. График ( )l ϕ
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где опять число 0v const= >  задает скорость
изменения длины маятника, ( )Fθ &  – функция
Хевисайда.

Производная от величины l  запишется ра�
венством:

( )l Fν θ= − ⋅& & .  (7)

Подставив (6) и (7) в (1), получим уравнения
движения маятника в виде:

2

0 0
0 0

2
0

0

2
0 0

2

2 ( ) ( ) ( )
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⎛ ⎞⎪⎢ + − ⋅ ϕ= ϕ⋅ϕ + ϕ⋅ϕ≤0⎜ ⎟⎪⎢
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 (8)

Проинтегрируем численно систему (8) при
следующих значениях входящих в нее парамет�
ров: 1m кг= , 0 100l м= , 29,81 /g м с= ,

1 /м сν = и начальных данных движения:

0 / 6 радπϕ = , 0 0 /рад сϕ =& . Интегрирова�
ние проведено на временном промежутке

[ ]0;195t с∈ .
На рис. 6–10 представлены графики числен�

ных расчетов. Рис. 1 и 2 иллюстрируют асимпто�

Рис. 10. График ( )l ϕ

Рис. 6. График ( )tϕ

Рис. 7. График ( )tϕ&

Рис. 8. Фазовая плоскость

Рис. 9. График ( )l t
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тическую сходимость к нулевому значению вели�
чин ϕ  и ϕ&  с течением времени, что соответству�
ет затуханию амплитуды колебаний маятника.
Фазовый портрет системы на рисунке 3 тоже
подтверждает сделанные выводы об успокоении
колебаний маятника в окрестности нижнего по�
ложения равновесия. Тем временем график из�
менения величины l  на рисунке 4 демонстриру�
ет ее существенный рост от значения 0 1l м=  до
значений, превосходящих 50 метров на рассмат�
риваемом интервале движения. Показательной
является кривая, изображенная на рисунке 5,
иллюстрирующая одновременный рост длины
маятника с асимптотическим уменьшением амп�
литуды его движения. Итак, предложенный за�
кон (3) управлением подвижной массой маятни�
ка решает поставленную задачу о существенном
увеличении его длины при одновременном гаше�
нии амплитуды колебаний.
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