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Системы регрессионных уравнений (напри�
мер, одномоментные системы эконометрических
уравнений [1]) – полезный инструмент модели�
рования взаимосвязанных явлений. Представим
геометрическую интерпретацию метода наимень�
ших квадратов для описания идентифицируемос�
ти систем линейных регрессионных уравнений.

Рассмотрим систему линейных регрессион�
ных уравнений
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которые структурные коэффициенты a
ij
,  b
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приведённая система
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с  р е г р е с с и о н н ы м и  з н а ч е н и я м и
  NT

iNiii yyyy  ~,,~,~~
21   и  приведёнными

МНК�коэффициентами в
ij
, среди которых могут

встретиться незначимые.
Вектора iy

~  регрессионных значений эндоген�
ных переменных получаются ортогональным
проектированием векторов iy


 наблюдений эн�

догенных переменных на линейную оболочку
  N

mxxxL 





,,, 21  векторов экзогенных пере�
менных:

    mmii xxxLxxxLyy








,,,,,,;Pr~
2121  ,

1 in.
Как правило ii yy ~


, так как вероятность со�

впадения ii yy ~


 близка к нулю при достаточно
большом числе наблюдений N. Приведённые ко�
эффициенты в

ij
 являются решениями системы N

линейных уравнений с mN неизвестными
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Представлена геометрическая интерпретация метода наименьших квадратов, позволяющая класси�
фицировать возможность идентификации параметров системы линейных регрессионных уравне�
ний. Это даёт возможность в случаях неидентифицируемости или сверхидентифицируемости выд�
винуть дополнительные условия, гарантирующие однозначную идентификацию параметров как от�
дельного уравнения, так и всей системы в целом. Экспоненциальный рост числа вариантов разбиения
множества исследуемых факторов на эндогенные и экзогенные усложняет задачу отыскания регрес�
сионных взаимосвязей. В этом случае геометрическая интерпретация системы регрессионных урав�
нений позволяет целенаправленно подобрать структурную форму модели, обеспечивающую значи�
мость параметров всех уравнений.
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Её ранг r<m при строгой мультиколлинеар�
ности векторов регрессоров N

jx 


 и система
(3) имеет бесчисленное множество решений:

  N
mi xxxLyni 





,,,~,1 21 ,

  mrxxxL m 





,,,dim 21 .
Без строгой мультиколлинеарности r=m и

система (3) имеет единственное решение:

  N
mi xxxLyni 





,,,~!,1 21 ,

  mrxxxL m 





,,,dim 21 .
В дальнейшем предполагаем отсутствие стро�

гой мультиколлинеарности, когда вектора экзо�
генных переменных jx


 линейно независимы:

  mxxxL m 





,,,dim 21 . Этого можно добиться
переходом к базису размерности mm ,11  оболоч�
ки  mxxxL





,,, 21 , исключив линейно зависимые

вектора экзогенных переменных.
Заменяя в системе (1) выборочные значения

iy


 эндогенных переменных регрессионными зна�
чениями iy

~  из системы (2), получим в линейной
оболочке  mxxxL





,,, 21  выборочных значений

экзогенных переменных независимые линейные
уравнения для идентификации структурных ко�
эффициентов:
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Из (2), (3), (4) получим систему линейных
уравнений для идентификации структурных ко�
эффициентов i�го уравнения ni ,1 :
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;1
222  ,…, 




n

ijj
ijjmimim ab

;1
 .(5)

Для решения СЛАУ (5) рассмотрим вначале
подсистему s 1 уравнений





n

ijj
ijjii ab

;1
111  ,





n

ijj
ijjii ab

;1
222  ,

…, 



n

ijj
ijjsisis ab

;1
  (6)

с фиксированными структурными коэффициен�
тами b

ik
: например, если экзогенная переменная

kx


 отсутствует в i�ом уравнении, то b
ik
=0 и не

требует идентификации.
Её решение (a

i1
,…,a

i,i–1
,a

i,i+1
,…,a

in
) подставим в

оставшиеся m–s<m уравнений СЛАУ (5) и дооп�
ределим неизвестные структурные коэффициен�
ты (b

i,s+1
,b

i,s+2
,…,b

im
):




 
n

ijj
ijsjsisi ab

;1
1,1,1,  ,




 
n

ijj
ijsjsisi ab

;1
2,2,2,   ,

 …, 



n

ijj
ijjmimim ab

;1
 .

Обозначим через L(M
i
) линейную оболочку

объединения iii KNM :  множества векторов
регрессионных значений присутствующих в пра�
вой части i�го уравнения системы (4) эндогенных
переменных

 0,:~:  ij
N

ji aijyN ;             (7)

 ii MN 0 , NnNi  ;
и множества векторов выборочных значений эк�
зогенных переменных

 0::  ik
N

ki bxK


;                   (8)

 iiii KNMK 0 , NmKi  ;

из правой части этого уравнения:
    N

miiii xxxLMLKNM 





,,, 21 , ni 1 .
Идентифицируемость структурных коэффи�

циентов i�го уравнения определяется принад�
лежностью его левой части iy

~  линейной оболоч�
ке L(M

i
) векторов правой части (7), (8) и их воз�
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можной линейной зависимостью.
Возможны следующие случаи:
1) если система M

i
 векторов (7), (8) линейно

независима (при этом NmKNM iii  )
и вектор из левой части уравнения принадле�
жит её линейной оболочке (т.е.  ii MLy ~ ), то
уравнение точно идентифицируемо и его струк�
турные коэффициенты алгебраически одно�
значно определяются косвенным МНК (5):

       iikijii MLKxNyLyy 
~,~Pr~ ;

2) если система M
i
 линейно независима и

 ii MLy ~ , то уравнение сверхидентифициру�
емо и структурные коэффициенты статисти�
чески однозначно определяются двухшаго�
вым МНК:

        iikijii MLKxNyLyy 
~,~Pr~ ;

3) если система M
i
 линейно зависима

( NmKNM iii  ) и  ii MLy ~ , то урав�
нение неидентифицируемо и его структурные
коэффициенты нельзя (ни алгебраически, ни
статистически) однозначно выразить через при�
ведённые, однако их можно алгебраически пред�
ставить как бесконечное множество решений
СЛАУ (5);

4) если система M
i
 линейно зависима и

 ii MLy ~ ,  то уравнение неидентифицируе�
м о ,  о д н а к о  о р т о г о н а л ь н у ю  п р о е к ц и ю

  ii MLy ,~Pr  можно алгебраически предста�
вить как непустое бесконечное множество
реш ений  нео днор одно й си стем ы (5 ) ,  т .е .
структурные коэффициенты этого уравне�
ния статистически неоднозначно предста�
вимы через приведённые.

Рассмотрим геометрические свойства систем
линейных регрессионных уравнений в указанных
случаях подробнее.

В случае 1) структурные коэффициенты яв�
ляются решениями СЛАУ с 1 iii KNM

неизвестными и N2 уравнениями, из которых
NMi   независимы:

i
Kx

jij
Ny

jij yxbya

ijij

~~
~

 



;                (9)

 ii MLy ~ ,
  ii MML dim , 1 i n.

Поскольку вектора N
iy ~  регрессион�

ных значений эндогенных переменных яв�
ляются линейными комбинациями линейно
независимых векторов N

jx 


,  то ранг си�
стемы (9)

 iii KmNMr

iiiiii KmKKmNKN  .

В случае 2) векторное уравнение (9) не раз�
решимо алгебраически, так как его левая часть

 i
Kx

jij
Ny

jij MLxbya

ijij

 


~  в отличие от пра�

вой части  ii MLy ~ .
Обычным МНК найдём ортогональную про�

екцию правой части на L(M
i
):

  ii
Kx

jij
Ny

jij MLyxbya

ijij

,~Pr~  



.   (10)

Система (10) имеет единственное алгеб�
раическое решение. Следовательно, найде�
но единственное статистическое реш ение
системы (9).

В случае 3) перейдём от СЛАУ (9) с линейно
зависимой системой M

i
 к СЛАУ с базисной под�

системой ii MM  ,  iii KNM  : ,  ii NN  ,

ii KK  :

i
Kx

jij
Ny

jij yxbya

ijij

~~
~

 



;                 (11)

 ii MLy ~ ,
  iiiii MKNMML  dim1 ,

1 in.
Применяя алгоритм решения СЛАУ (5), по�

лучим единственное алгебраическое решение си�
стемы (11). Тогда система (9) имеет бесконечное
множество решений.

В случае 4) перейдём от СЛАУ (11) с линей�
но зависимой системой M

i
 к СЛАУ с базисной

подсистемой ii MM  , iii KNM  : , ii NN  ,

ii KK  :

  ii
Kx

jij
Ny

jij MLyxbya

ijij

 


,~Pr~
~


;       (12)

 ii MLy ~ ,

  iiiii MKNMML  dim1 ,
1 in.

Здесь ортогональная проекция   ii MLy ,~Pr
получается обычным МНК. Применяя алгоритм
решения СЛАУ (5), получим единственное ал�
гебраическое решение системы (12). Тогда систе�
ма (9) имеет непустое (и даже бесконечное) мно�
жество решений.

Представленная геометрическая иллюстра�
ция действия МНК и его модификаций позволя�
ет исследовать идентифицируемость систем ли�
нейных регрессионных уравнений в случае допол�
нительных условий, связывающих структурные
коэффициенты.
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Is represented the geometric interpretation of the method of least squares, which makes it possible to
classify the possibility of the identification of the parameters of the system of linear regression equations.
This gives the possibility in the cases of nonidentifiability or superidentifiability to advance the additional
conditions, which guarantee the single�valued identification of the parameters of both the separate equation,
and the entire system as a whole. An exponential increase in the number of versions of the partition of
many factors into the endogenous and predetermined being investigated complicates the task of finding
the regression interrelations. In this case the geometric interpretation of the system of regression equations
makes it possible to goal�directed select the structural form of model, which ensures the significance of the
parameters of all equations.
Key words: system of linear regression equations, the structural form of model, the given form of model,
the identification of the parameters of model.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


