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Системы регрессионных уравнений (напри�
мер, одномоментные системы эконометрических
уравнений [1]) – полезный инструмент модели�
рования взаимосвязанных явлений. Представим
геометрическую интерпретацию метода наимень�
ших квадратов для описания идентифицируемос�
ти систем линейных регрессионных уравнений.

Рассмотрим систему линейных регрессион�
ных уравнений
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с  р е г р е с с и о н н ы м и  з н а ч е н и я м и
  NT

iNiii yyyy  ~,,~,~~
21   и  приведёнными

МНК�коэффициентами в
ij
, среди которых могут

встретиться незначимые.
Вектора iy

~  регрессионных значений эндоген�
ных переменных получаются ортогональным
проектированием векторов iy


 наблюдений эн�

догенных переменных на линейную оболочку
  N

mxxxL 
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,,, 21  векторов экзогенных пере�
менных:
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2121  ,

1 in.
Как правило ii yy ~


, так как вероятность со�

впадения ii yy ~


 близка к нулю при достаточно
большом числе наблюдений N. Приведённые ко�
эффициенты в

ij
 являются решениями системы N

линейных уравнений с mN неизвестными
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Её ранг r<m при строгой мультиколлинеар�
ности векторов регрессоров N

jx 


 и система
(3) имеет бесчисленное множество решений:

  N
mi xxxLyni 





,,,~,1 21 ,

  mrxxxL m 





,,,dim 21 .
Без строгой мультиколлинеарности r=m и

система (3) имеет единственное решение:

  N
mi xxxLyni 





,,,~!,1 21 ,

  mrxxxL m 





,,,dim 21 .
В дальнейшем предполагаем отсутствие стро�

гой мультиколлинеарности, когда вектора экзо�
генных переменных jx


 линейно независимы:

  mxxxL m 





,,,dim 21 . Этого можно добиться
переходом к базису размерности mm ,11  оболоч�
ки  mxxxL





,,, 21 , исключив линейно зависимые

вектора экзогенных переменных.
Заменяя в системе (1) выборочные значения

iy


 эндогенных переменных регрессионными зна�
чениями iy

~  из системы (2), получим в линейной
оболочке  mxxxL





,,, 21  выборочных значений

экзогенных переменных независимые линейные
уравнения для идентификации структурных ко�
эффициентов:
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Из (2), (3), (4) получим систему линейных
уравнений для идентификации структурных ко�
эффициентов i�го уравнения ni ,1 :
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Для решения СЛАУ (5) рассмотрим вначале
подсистему s 1 уравнений


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n

ijj
ijjii ab

;1
111  ,


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222  ,
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
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n

ijj
ijjsisis ab

;1
  (6)

с фиксированными структурными коэффициен�
тами b

ik
: например, если экзогенная переменная

kx


 отсутствует в i�ом уравнении, то b
ik
=0 и не

требует идентификации.
Её решение (a

i1
,…,a

i,i–1
,a

i,i+1
,…,a

in
) подставим в

оставшиеся m–s<m уравнений СЛАУ (5) и дооп�
ределим неизвестные структурные коэффициен�
ты (b

i,s+1
,b

i,s+2
,…,b

im
):


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
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Обозначим через L(M
i
) линейную оболочку

объединения iii KNM :  множества векторов
регрессионных значений присутствующих в пра�
вой части i�го уравнения системы (4) эндогенных
переменных

 0,:~:  ij
N

ji aijyN ;             (7)

 ii MN 0 , NnNi  ;
и множества векторов выборочных значений эк�
зогенных переменных

 0::  ik
N

ki bxK


;                   (8)

 iiii KNMK 0 , NmKi  ;

из правой части этого уравнения:
    N

miiii xxxLMLKNM 





,,, 21 , ni 1 .
Идентифицируемость структурных коэффи�

циентов i�го уравнения определяется принад�
лежностью его левой части iy

~  линейной оболоч�
ке L(M

i
) векторов правой части (7), (8) и их воз�
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можной линейной зависимостью.
Возможны следующие случаи:
1) если система M

i
 векторов (7), (8) линейно

независима (при этом NmKNM iii  )
и вектор из левой части уравнения принадле�
жит её линейной оболочке (т.е.  ii MLy ~ ), то
уравнение точно идентифицируемо и его струк�
турные коэффициенты алгебраически одно�
значно определяются косвенным МНК (5):

       iikijii MLKxNyLyy 
~,~Pr~ ;

2) если система M
i
 линейно независима и

 ii MLy ~ , то уравнение сверхидентифициру�
емо и структурные коэффициенты статисти�
чески однозначно определяются двухшаго�
вым МНК:

        iikijii MLKxNyLyy 
~,~Pr~ ;

3) если система M
i
 линейно зависима

( NmKNM iii  ) и  ii MLy ~ , то урав�
нение неидентифицируемо и его структурные
коэффициенты нельзя (ни алгебраически, ни
статистически) однозначно выразить через при�
ведённые, однако их можно алгебраически пред�
ставить как бесконечное множество решений
СЛАУ (5);

4) если система M
i
 линейно зависима и

 ii MLy ~ ,  то уравнение неидентифицируе�
м о ,  о д н а к о  о р т о г о н а л ь н у ю  п р о е к ц и ю

  ii MLy ,~Pr  можно алгебраически предста�
вить как непустое бесконечное множество
реш ений  нео днор одно й си стем ы (5 ) ,  т .е .
структурные коэффициенты этого уравне�
ния статистически неоднозначно предста�
вимы через приведённые.

Рассмотрим геометрические свойства систем
линейных регрессионных уравнений в указанных
случаях подробнее.

В случае 1) структурные коэффициенты яв�
ляются решениями СЛАУ с 1 iii KNM

неизвестными и N2 уравнениями, из которых
NMi   независимы:

i
Kx

jij
Ny

jij yxbya

ijij

~~
~

 



;                (9)

 ii MLy ~ ,
  ii MML dim , 1 i n.

Поскольку вектора N
iy ~  регрессион�

ных значений эндогенных переменных яв�
ляются линейными комбинациями линейно
независимых векторов N

jx 


,  то ранг си�
стемы (9)

 iii KmNMr

iiiiii KmKKmNKN  .

В случае 2) векторное уравнение (9) не раз�
решимо алгебраически, так как его левая часть

 i
Kx

jij
Ny

jij MLxbya

ijij

 


~  в отличие от пра�

вой части  ii MLy ~ .
Обычным МНК найдём ортогональную про�

екцию правой части на L(M
i
):

  ii
Kx

jij
Ny

jij MLyxbya

ijij

,~Pr~  



.   (10)

Система (10) имеет единственное алгеб�
раическое решение. Следовательно, найде�
но единственное статистическое реш ение
системы (9).

В случае 3) перейдём от СЛАУ (9) с линейно
зависимой системой M

i
 к СЛАУ с базисной под�

системой ii MM  ,  iii KNM  : ,  ii NN  ,

ii KK  :

i
Kx

jij
Ny

jij yxbya

ijij

~~
~

 



;                 (11)

 ii MLy ~ ,
  iiiii MKNMML  dim1 ,

1 in.
Применяя алгоритм решения СЛАУ (5), по�

лучим единственное алгебраическое решение си�
стемы (11). Тогда система (9) имеет бесконечное
множество решений.

В случае 4) перейдём от СЛАУ (11) с линей�
но зависимой системой M

i
 к СЛАУ с базисной

подсистемой ii MM  , iii KNM  : , ii NN  ,

ii KK  :

  ii
Kx

jij
Ny

jij MLyxbya

ijij

 


,~Pr~
~


;       (12)

 ii MLy ~ ,

  iiiii MKNMML  dim1 ,
1 in.

Здесь ортогональная проекция   ii MLy ,~Pr
получается обычным МНК. Применяя алгоритм
решения СЛАУ (5), получим единственное ал�
гебраическое решение системы (12). Тогда систе�
ма (9) имеет непустое (и даже бесконечное) мно�
жество решений.

Представленная геометрическая иллюстра�
ция действия МНК и его модификаций позволя�
ет исследовать идентифицируемость систем ли�
нейных регрессионных уравнений в случае допол�
нительных условий, связывающих структурные
коэффициенты.
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Is represented the geometric interpretation of the method of least squares, which makes it possible to
classify the possibility of the identification of the parameters of the system of linear regression equations.
This gives the possibility in the cases of nonidentifiability or superidentifiability to advance the additional
conditions, which guarantee the single�valued identification of the parameters of both the separate equation,
and the entire system as a whole. An exponential increase in the number of versions of the partition of
many factors into the endogenous and predetermined being investigated complicates the task of finding
the regression interrelations. In this case the geometric interpretation of the system of regression equations
makes it possible to goal�directed select the structural form of model, which ensures the significance of the
parameters of all equations.
Key words: system of linear regression equations, the structural form of model, the given form of model,
the identification of the parameters of model.
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