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Ракетный двигатель является эффективным
генератором энергии. Горение топлива происхо�
дит в ограниченном объеме при давлении много�
кратно превышающем атмосферное. Высокотем�
пературные продукты сгорания, приближаясь к
скорости звука, истекают через небольшое кри�
тическое сечение. В этом сечении концентрация
энергии, запасенная в рабочем теле, максималь�
на и уступает лишь показателям, достигаемым в
ядерной промышленности. Область сосредото�
чения энергии может быть использована для
плавки металлов, а поток продуктов сгорания
для транспортировки расплава. Подобная зада�
ча возникает при создании металлизаторов – ус�
тройств, наносящих покрытия из материалов в
форме проволоки. На кафедре механической об�
работки материалов СГАУ был спроектирован
[1], изготовлен и испытан [2] металлизатор на
газообразной топливной паре: пропан, воздух.
Устройство предназначено для использования в
наземных условиях. Материал наносимого по�
крытия – алюминий. Разработка базируется на
опыте и конструктивных решениях, применяе�
мых при создании ракетных двигателей малой
тяги [1]. Проволока подается в область крити�
ческого сечения, где теплоотдача рабочего тела
максимальна (рис. 1). Она может быть представ�
лена как цилиндр конечных размеров, поступа�
тельно движущийся в среде, с которой осуществ�
ляется конвективный и радиационных теплооб�
мен. В случае постоянной скорости подачи
устанавливается равенство между объемом вне�
сенной в камеру проволоки и объемом получае�
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мого расплава. Получаем двухфазную задачу
Стефана с установившейся границей раздела
фаз. Желательно, чтобы раздел фаз не выходил
за пределы высокоэнергетичной зоны критичес�
кого сечения.

Аналитическое решение задачи Стефана в
классической постановке на данный момент ни�
кем не получено. Существует вариант численного
решения задачи нагрева и плавления подвижной
проволоки внутри камеры сгорания металлиза�
тора методом конечных объемов [3]. Расчетная
область разбивается на сетку конечных объемов.
Каждому узлу сетки соответствует свое уравнение
баланса удельных энергий:

*
v r r x внε ε ε ε ε= + + + . (1)

На рис. 2 показана схема распространения
энергий для одного конечного объема (КО).
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Рис. 1. Принципиальная схема процесса
плавления проволоки:

1 – металлизатор; 2 – проволока; 3 – поток  продук�
тов сгорания уже с частичками расплава
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кулярной направлению его распространения rA .
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тепла приходящее в радиальном направлении со
стороны поверхности цилиндра к рассматривае�
мому узлу сетки находящемуся на радиусе r  за
время τ , отнесенное к площади перпендикуляр�
ной направлению его распространения rA .

Источник тепла, а значит и внε  присутствует
только в объемах расположенных на поверхности
цилиндра, т.е. контактирующих с внешней средой.
Тепловой поток приходящий извне к поверхност�
ному объему заменяется равным ему тепловым
потоком, вырабатываемым внутренним источни�
ком тепла находящемся в этом же объеме [4].
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тепла, генерируемое внутренним источником в
конечном объеме за время τ , отнесенное к объе�
му V  этого элемента. Складывается из радиаци�
онной и конвективной составляющих, действую�
щих независимо друг от друга.
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где αα – коэффициент теплоотдачи, Aα – пло�
щадь, через которую осуществляется теплопере�
дача, т.е. площадь контакта конечного объема с
внешней средой.
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где ОТТ  – температура облекающего проволоку
тела, ПРТ  – температура конечного объема про�
волоки, 0С  – коэффициент лучеиспускания аб�
солютно черного тела, привξ  – приведенный ко�
эффициент излучения для системы двух тел рав�
ный:
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где – ПРξ  и КСξ  степени черноты проволоки и
камеры сгорания, ОТA  – площадь облекающего
тела (камеры сгорания).

Тепловые потоки xq , rq  в металле распрост�
раняются по закону Фурье:
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Tq A
x

λ ∂
= ⋅ ⋅

∂
, r r

Tq A
r

λ ∂
= ⋅ ⋅

∂
.          (5)

Задача сводиться к нахождению температу�
ры в каждом узле сетки. Для нахождения числен�
ного решения заменим частные производные тем�
пературы в точке ( i x⋅ Δ , j r⋅ Δ ) через разно�
стные соотношения по формулам конечных
разностей (для r  аналогично):
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где 1ξ ... 4ξ  – остаточные члены, стремящиеся к
нулю при стремлении к нулю xΔ  и rΔ , которые
можно отбросить.

Для радиационной составляющей сделаем
замену, переменную ,i jТ  возведенную в четвер�
тую степень аппроксимируем кусочно�заданной

линейной функцией вида: ( )4 1 2
, ,i j i jТ K T K= ⋅ + .

Для температуры облекающего тела замены не
требуется, т.к. ( )4ОТТ const= .
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Рис. 2. Схема распространения энергий
для конечного объема:

 
_____

 – связи между узлами КО,
 � � � � � – границы КО.
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При малой разности температур 1 2T T−  на
границах участка кусочно�заданной функции
погрешность аппроксимации будет также мала.
Сделав замены и подставив все приведенные за�
висимости в уравнение баланса удельных энер�
гий (1) получим линейное уравнение (9) для од�
ного узла сетки конечных объемов.

Распределение температур по узлам можно
получить, решив систему из таких уравнений.
Используем для этого один из разновидностей
метода Гаусса – метод так называемых LU – раз�
ложений. Система приводится к виду A X B⋅ = ,
где A  – квадратная матрица коэффициентов
размера n, X  – вектор неизвестных размера n,
B  – вектор правых частей уравнения размера n.
Неизвестными являются температуры в узлах.
Вектор B  содержит известные граничные усло�
вия и формируется из членов уравнений соответ�
ствующих пограничным узлам, которые контак�
тируют с продуктами сгорания (рис. 3). Матри�
ца A  представляется в виде произведения двух
треугольных матриц специального вида
A L U= ⋅ . Матричные преобразования требуют

существенных затрат времени. Однократный рас�
чет поля температур подразумевает десятки ите�
раций поиска коэффициентов кусочно�заданной
функции и итерации подбора скорости подачи
проволоки исходя из фиксированного положения
вершины конуса границы плавления (рис. 1).
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Моделирование плавления осуществляется
путем удаления контрольных объемов с поверх�
ности раздела фаз. Критерием для удаления яв�
ляется температура конечного объема, превыша�
ющая температуру плавления материала. Сетка
перестраивается, снова проводятся матричные
преобразования, и расчет повторяется заново.
Таким образом, итеративно подбирается линия
раздела фаз.

Подобное количество повторяющихся мате�
матических вычислений невыполнимо вручную
и должно быть автоматизировано с помощью со�

временных средств программирования. В среде
разработки Delphi 7 создана авторская програм�
ма PLAVCA для проведения теоретических иссле�
дований образования расплава в ракетной каме�
ре под воздействием потока продуктов сгорания.
Интерфейс программы прост и интуитивно по�
нятен. Пользователь имеет возможность задать
все условия задачи: геометрические параметры
расчетной области, размер и количество конеч�
ных объемов, физические параметры потока про�
дуктов сгорания и расплавляемого металла. Вве�
денные однажды начальные условия можно со�
хранять в файл и загружать при новом запуске
программы. Расчет проводится как для одного
квазистационарного состояния системы стер�
жень – рабочее тело, так и для серии состояний
получаемых при изменении одного из парамет�
ров задачи с некоторым шагом. Такими парамет�
рами могут быть: коэффициент избытка окисли�
теля, давление в ракетной камере, массовый рас�
ход топлива, диаметр критического сечения,
диаметр стержня. Результаты расчета представ�
ляются в виде распределения температур на каж�
дой итерации и сохраняются в файле формата
Excel. Также сохраняется файл с основными ре�
зультирующими физическими величинами, по�
лученными при достижении равновесия системы.

Программа PLAVCA располагается в един�
ственном файле plavca.exe, размер которого не
превышает 1 Mb. Обязательным условием рабо�
ты программы является наличие на персональ�
ном компьютере операционной системы семей�
ства WINDOWS и компонента Excel программ�
ного пакета Office. Данное программное
обеспечение, согласно статистическим данным,
установлено на 90�95% вычислительных машин.
Основная нагрузка во время выполнения расче�
тов приходится на процессор. Чем выше такто�
вая частота процессора, тем выше скорость вы�
числений и тем более подробное разбиение рас�
четной области можно задать. Для выполнения
программы необходимо запустить командный
файл plavca.exe.

Рис. 3. Сетка, включающая все девять отличных
конечных объемов, включая пограничные
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Теоретическое обоснование численного мето�
да подразумевает доказательство соответствия
метода определенным требованиям: корректнос�
ти, точности, устойчивости и сходимости метода
к точному решению.

Задача называется поставленной корректно,
если для любых значений исходных данных из
некоторого класса ее решение существует, един�
ственно и устойчиво. Задача получения распла�
ва в ракетной камере поставлена корректно. Рас�
сматривается квазистационарная стадия плавле�
ния проволоки, когда искомое распределение
температур в материале постоянно во времени,
т.е. / 0T τ∂ ∂ → . Заданы механизмы протекания
тепловых потоков внутри материала и известна
мощность источника энергии (уравнения 2, 3).
Система линейных алгебраических уравнений,
например, составляется всегда таким образом,
чтобы количество уравнений совпадало с коли�
чеством неизвестных. Значит, решение всегда су�
ществует и оно единственно.

Численные решения дифференциальных
уравнений в частных производных связаны обыч�
но с несколькими видами погрешностей. Наибо�
лее значительной из них является ошибка разби�
ения, обусловленная применением конечного раз�
биения, или пространственной итерации. Чем
меньше выбирается размер конечного объема, тем
ближе численные результаты сходятся к соответ�
ствующим точным значениям. Увеличивая коли�
чество разбиений можно получить более точный
результат, затратив больше времени. Временные
затраты для однократного решения матрицы си�
стемы уравнений растут гиперболически при
линейном увеличении размера матрицы. С дру�
гой стороны к численному методу предъявляется
требование точности. Выполнение этого требо�

вания в рассматриваемой модели достигается
увеличением количества конечных объемов в рас�
четной области. Точность определения скорости
подачи проволоки повышается уменьшением
шага итерации. Детальность сетки конечных
объемов и минимальные значения шагов итера�
ции ограничиваются только производительнос�
тью ЭВМ. Необходимо находить компромисс
между точностью расчета и затратами времени
на него. Проведем серию расчетов и посмотрим,
как изменяется температура в наиболее тепло�
напряженном узле сетки при увеличении коли�
чества конечных объемов (рис. 4).

Температура узла стабилизируется и пере�
стает существенно зависеть от подробности сет�
ки. Допустимая точность может быть получена
уже при 2500�3000 конечных объемах в расчет�
ной области. Стремление температуры к пре�
дельному значению подтверждает сходимость
численного метода.

Устойчивость численного решения подтвер�
ждается монотонностью возрастания графиков
на рис. 4. Решение непрерывно зависит от исход�
ных данных и изменяется пропорционально их
изменению. К неустойчивости решения могло бы
привести накопление погрешностей округлений
в процессе вычислений. Однако при программ�
ной реализации модели получения расплава в
ракетной камере, для дробных чисел использо�
вался действительный тип данных Extended.
Число значащих разрядов для данного типа дос�
тигает 20�ти. Это позволило исключить влияние
погрешностей округления.

Программная реализация математической
модели позволяет выполнить необходимый
объем теоретических исследований образования
расплава из стержня, вносимого в поток продук�

Рис. 4. Зависимость температур КОНT  (внизу) и КОН РАДT +  (вверху)
от количества конечных объемов
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тов сгорания ракетного двигателя малой тяги.
При решении задач численными методами важ�
но использовать подробные сетки с большим ко�
личеством узлов. Автоматизация расчетов путем
их программирования, позволяет достичь высо�
кой достоверности результатов теоретических
исследований и надеяться на хорошую сходи�
мость с экспериментальными данными стендо�
вых испытаний.
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