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Любая экосистема обусловлена множеством
глобальных природных явлений и воздействия�
ми на нее, носящими локальный характер [1�8].
Прогнозирование динамических изменений со�
стояния наиболее эффективно при использова�
нии вероятностных математических моделей и
статистических методик [9�11]. Локальные воз�
мущения, оказывающие существенные воздей�
ствия на региональном уровне оцениваются как
дискретными, так и непрерывными параметра�
ми, имеющими статистическую природу. Они
определяются традиционно и характеризуются
математическим ожиданием, дисперсией,  сред�
неквадратичным отклонением и взаимной кор�
реляцией. При этом статистическое математичес�
кое ожидание характеризует средневзвешенное
состояние  объекта, а дисперсия – рассеивание
или разброс отклонений количественных значе�
ний  параметров от математического ожидания,
корреляционные моменты устанавливают оцен�
ку взаимного влияния статистических показате�
лей. В предлагаемом исследовании рассматри�
вается математическое моделирование на основе
второго вариационного момента, вычисляемого
относительно нормативных значений контроли�
руемых параметров, то есть оценивается состоя�
ние объекта относительно требуемого оптимума.
Подобный подход приводит к количественным
характеристикам отклонения экосистемы от за�
ранее обусловленного и принятого за эталонное.

Здесь под процедурой измерения понимается
сбор информации о наличии или отсутствии како�
го�либо характерного признака, а также его срав�
нение с имеющимся эталоном на основе выбран�
ных критериев. Развитие теории и практики оцен�
ки экопроцессов на основе количественных
показателей идет в основном по двум направлени�
ям: 1) математическое моделирование природных
объектов и явлений на основе существующих, изве�
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стных математических образов и отношений меж�
ду ними, не противоречащих результатам опыта;
2) познание и описание математических закономер�
ностей на основе количественно�прогностических
отношений. Первое влияет на эффективность хо�
зяйственной и экономической деятельности, второе
–  позволяет совершенствовать и оптимизировать
принципы переработки информации о количе�
ственных оценках состояния явлений и процессов.

Успешность решения подавляющего боль�
шинства природоохранных задач зависит от наи�
лучшего, наивыгоднейшего способа использова�
ния ресурсов и их воздействий на экосистему.
Хозяйственная деятельность и природные явле�
ния обуславливают распределение и взаимную
увязку имеющихся ресурсов, представляющих
сырье, оборудование, деньги, рабочую силу, элект�
роэнергию, топливо, материалы и другие факторы
воздействия. Оптимальность их влияния опреде�
ляется естественными ограничениями на потреб�
ление ресурсов. Таким образом, при математичес�
ком моделировании экологических процессов не�
обходимо  выполнить следующие действия:

� уяснить механизм оценки природоохранных
технологий и состояния экосистем, сформулиро�
вать цель решения экологической задачи мето�
дами теории вероятностей и математической ста�
тистики;

� оценить экологическую ситуацию и опреде�
лить составляющие достижения поставленной цели;

� выбрать приоритетные численные показа�
тели для оценки экосистемы;

� построить вероятностно�статистическую
математическую модель исследуемого процесса,
устанавливающую функциональные зависимо�
сти между показателями и результатами;

� осуществить исследование анализируемого
объекта с помощью математической модели со�
ответствующим методом;

� проверить соответствие полученных резуль�
татов решения реально существующим экологи�
ческим показателям;
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� использовать полученную модель в плани�
ровании экологических мероприятий и прогнос�
тических расчетах.

Следовательно, для повышения эффективно�
сти управления природоохранными мероприя�
тиями, на основе количественных оценок состоя�
ния экосистем, технических и инженерных объек�
тов требуется адаптация математического
инструментария к указанному классу задач, в
которых оперируют системами непрерывных или
дискретных случайных величин  nXXX ,...,, 21 .

Числовыми характеристиками для указан�
ной системы являются:

/  n математических ожиданий 
nxxx mmm ...,,,

21
;

/  n дисперсий 
nxxx DDD ,...,,

21
;

� )1(  nn  корреляционных моментов ijK ,
где nji ,...,2,1 .

Корреляционные моменты характеризуют
попарную корреляцию всех величин, входящих
в систему и имеют вид:

., jjjiiijiij mXXmXXXXMK 





0000

 (1)

Следует отметить, что дисперсия каждой из
случайных величин iX  есть частный случай кор�
реляционного момента iX  на саму себя, действи�
тельно:
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Все корреляционные моменты и дисперсии
представляют в виде корреляционной матрицы.
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Обычно вместо этой матрицы составляют
нормированную матрицу из коэффициентов кор�
реляции.
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Если система непрерывных случайных вели�

чин  nXXX ,...,, 21  характеризует некоторую
экосистему в n/мерном пространстве показате�
лей, то она может быть описана нормальным за�
коном распределения плотности вероятности,

который задается соотношением:
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здесь C  – определитель матрицы С, 
ijcС   �

матрица, обратная корреляционной матрице

ijKK  .

Элементы матрицы  
K
M

c ijji
ij

 1 , где

K – определитель корреляционной матрицы, а

ijM  – миноры этого определителя, причем

K
С 1 .

Из выражения (5) в качестве примера можно
получить закон нормального распределения
плотности случайных величин при 2n , то есть
на плоскости для  YX , .

Корреляционная матрица при этом прини�
мает вид

 







 2

2

yxyyx

xyyxx

r
r

K



.            (6)

Отсюда    222
222

1
1,1

xyyx
xyyx r

СrK





 .

   

    


























222

222

1
1

1

11
1

xyyxyyx

xy

xyyx

xy

xyx

rr
r

r
r

r
С




.   (7)

Подстановкой элементов определителя мат�
рицы С  в (5), получают выражение для нор�
мального закона на плоскости.
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Из соотношения (8) следует, что нормальный
закон на плоскости зависит от пяти параметров,
имеющих следующий вероятностный смысл:

� yx mm ,  – математические ожидания;
� yx  ,  – средние квадратичные отклонения;
� xyr  – коэффициент корреляции величин X и Y.
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xy
xy

K
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 .                             (9)
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Коэффициент корреляции обращается в ноль
для независимых случайных величин. Если ко�
эффициент xyr  не равен нулю, то случайные ве�
личины являются не коррелированными.

Если 0xyr , то случайные величины (Х,Y)
зависимы и условные законы распределения
плотности вероятности принимают вид
 xyf /  и  yxf / :

   
 

 
2

212

1

2
1 21

1,/












 








 x

x
xy

y

y

xy

mx
r

my

r

xyy

e
rxf

yxfxyf 


,

(10)

   
 

  .
21

1,
/

2

212
1

2
2










 








 y

y
xy

x

x

xy

mx
r

mx
r

xyx

e
ryf

yxfyxf 



(11)
Это условные плотности вероятности нор�

мального закона с центрами рассеивания

 x
x

y
xyyxy mxrmm 



/ ,           (12)

 y
y

x
xyxyx myrmm 



/ .          (13)

и средними квадратичными отклонениями

 21 xyyxy r  / ,                  (14)

 21 xyxyx r  / .                  (15)

В работе [1] подробно изложен механизм ве�
роятностной характеристики распределения дис�
кретных величин для оценки результативности
природоохранных мероприятий согласно раз�
личных технологий и состояния экосистем по
показателям нереализованных возможностей на
примере одномерного случая.

Когда имеет место система двух случайных
величин, то первые начальные моменты являют�
ся математическими ожиданиями величин X и Y
системы, то есть

   XMYXMmx  01
10 ,          (16)

   YMYXMmy  10
01 .           (17)

Совокупность математических ожиданий xm
и ym  представляет характеристику положения
системы. Геометрически это координаты точки на
плоскости, вокруг которой рассеяны значения си�
стемы (Х, Y). Два вторых центральных момента
системы представляют дисперсии величин Х и Y

 XDXMYXM 
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 YDYMYXM 
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и характеризуют рассеивание случайных точек в
направлении осей yx OO , .

Второй смешанный центральный момент
имеет специальное обозначение

    yxxy mYmXMYXMK 





00

11 .(20)

и представляет корреляцию между случайных
величин Х, Y.

Для дискретных и непрерывных случайных
величин корреляционный момент выражают со�
ответственно формулами
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(21)

Он наряду с рассеиванием величин Х и Y ха�
рактеризует связь между ними и независимых
случайных величин равен нулю, то есть

.0xyK
Если 0xyK , то между случайными вели�

чинами есть вероятностная зависимость.
Для характеристики нереализованности оп�

тимальных показателей состояния экосистемы
используем величину d

 kkk ZX  ,                       (22)

где kX  – случайная величина, kZ  – регламен�
тированное значение для оптимального состоя�
ния системы, nk ,...,,21 .

В этом случае начальный момент первого
порядка показателя k  принимает вид для диск�
ретных и непрерывных случайных величин
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ikkikk pZx
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1  ;            (23)

     dxxfZx kkk 
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Второй вариационный момент, характеризу�
ющий разброс значений статистических парамет�
ров относительно kZ
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Здесь ikp – вероятность   ikikk pxXP  ,
 xfk – распределение плотности вероятности

случайной величины kX .
Для системы двух случайных величин  YX ,

с показателями оптимальности  yx ZZ ,  указан�
ные характеристики принимают вид
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 11 .

Здесь  jij yYxXPP  ,1 ,   yxf ,  –
функция распределения плотности вероятности
системы непрерывных случайных величин.

В дальнейшем после перехода от системы
двух случайных величин  YX ,  к  системе
 yx  , , для которой справедлив нормальный
закон распределения на плоскости, можно рас�
считать вероятность оптимального функциони�
рования системы в заданной области D измене�
ния параметров  YX ,

      
D

yxyxyx ddfDP  ,
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где: 201   ; 022   ; 
21

11
12 


r .

Конечный количественный результат опре�
деляется заданной областью D, в которой изме�
няются составляющие системы  yx  , .

Например, для прямоугольной области D со
сторонами, параллельными координатным осям
и нормальном законе распределения системы
 yx  ,  вероятность
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где   x ,   y .
Аналогично, вероятность попадания значе�

ний системы  yx  ,  в эллипс рассеивания B
t
,

отношение полуосей которого 
 
 yy

xxt

  , равна

   2

2

1
t

tyx eBP  , .               (29)

Если 1t , когда эллипс рассеивания вырож�
дается в круг и случайные величины yx  ,  не

коррелированны    ,,, 39301 2
1

1  eBP yx 

при 2t     .,, 86502  BP yx  .

Таким образом, соотношения (28) и (29) по�
зволяют на практике получать вероятностные
количественные характеристики оценки прибли�
жения исследуемой системы к оптимальному со�
стоянию.
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