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Разработана математическая модель сближения феррочастиц в магнитном поле. Наличие отталкивающих 
сил между намагниченными частицами в поперечном направлении к магнитным линиям и несуществен-
ное время соединения пар частиц в продольном направлении к ним по сравнению с диффузионно-
броуновским механизмом сближения приводит к отличию кинетики магнитной коагуляции от теории 
Смолуховского. Предложена математическая модель вероятности дисперсного распределения частиц  
(агрегатов), основанная на принципе объединения пар соседних частиц вдоль магнитных линий. Получе-
но статистическое инвариантное уравнение для законов распределения дисперсности механической при-
меси при коагуляции. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Процесс коагуляции является одним из основ-

ных процессов, характеризующих эволюцию дис-
персионных  систем. Под коагуляцией понимает-
ся явление сближения и слипания частиц дис-
персной фазы в дисперсной системе под влияни-
ем любых внешних или внутренних сил. 

Во внешнем магнитном поле имеет место маг-
нитная коагуляция. Магнитная коагуляция отчет-
ливо проявляется в распространенных технологи-
ческих процессах в металлургии, например, в 
процессах очистки водных технологических жид-
костях (ВТЖ), в системах неразрушающего кон-
троля и т.д. В связи с выше изложенным задача 
построения математической модели процесса 
магнитной коагуляции весьма актуальна. Этому 
вопросу посвящен ряд современных публикаций 
[1-4]. В [1-3], в которых рассматриваются вопро-
сы коагуляции ферромагнитных частиц суспен-
зии, направленные на усовершенствование маг-
нитопорошковой диагностики дефектов ферро-
магнитных изделий. В этих работах  внимание со-
средоточено на определении результирующих 
магнитных сил притяжения и удерживания в це-
почках агрегатов, закрепленных в области дефек-
та  диагностируемого твердого тела. Авторами в 
алгоритме расчета цепочек не учитывались сто-
хастические закономерности распределения и 
коагуляции примесей твердых частиц феррома-
гитных примесей – расчет строился только на 
произвольном задании исходных случайных ко-
ординат феррочастиц дисперсной фазы. В [4] бы-
ли получены вероятностные модели процессов 
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коагуляции, обусловленных влиянием эмульгато-
ров на основе Марковских цепей. 

Таким образом, во всех отмеченных работах 
не ставилась задача определения изменения дис-
персного распределения твердой фазы при маг-
нитной коагуляции.  

Стохастическая теория коагуляции, основан-
ная на дискретном и непрерывном уравнениях М. 
Смолуховского,  ставит целью определения эво-
люции во времени  функции распределения час-
тиц взвеси по их массам или размерам [5-8]. В ос-
нове механизма элементарного процесса коагуля-
ции лежит соединение двух сталкивающихся час-
тиц с массами  и . Для монодисперсной 

твердой фазы этот механизм коагуляции порож-
дает спектр частиц твердой фазы, представляю-
щий набор последовательного ряда 1, 2, 3,… и k- 
мерных частиц. Важным фактором в процессе 
коагуляции играют физические механизмы сбли-
жения и слипания частиц, которые подразделяют-
ся на внутренние и внешние. Эти механизмы оп-
ределяют симметричную функцию  в 

уравнениях Смолуховского, которую называют 
ядром коагуляции. Ядро характеризует вероят-
ность (частоту) столкновения частиц с массами 

 и , которая обратно пропорциональна вре-

мени их жизни. К внутренним механизмам сбли-
жения относятся свободно-молекулярное (бро-
уновское) движение, диффузия, гравитационное 
падение. При внутренних механизмах слипания 
действуют межмолекулярные и гидродинамиче-
ские силы, которые проявляются при сближении 
частиц.  Внешние механизмы – обусловлены 
внешним магнитным полем.  

Подчеркнем, что экспериментальные исследо-
вания и теоретические положения утверждают, 
что намагниченные частицы твердой примеси под 
действием магнитных сил объединяются в цепоч-
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ки, ориентированные вдоль магнитных линий [9]. 
Жесткая поляризация процесса магнитной коагу-
ляции требует учета взаимодействия только со-
седних пар частиц, расположенных вдоль маг-
нитной линии. Поэтому ядро коагуляции с учетом 
жесткой поляризации взаимодействия феррочас-
тиц можно выразить следующим способом:  

,       (1) 

где – интервал времени сближения 

соседних пар частиц за счет магнитных сил, вдоль 
магнитной линии; 

 
 – вероятность 

распределения пар соседних частиц с результи-
рующей массой  вдоль магнитной ли-

нии. 
Для общего случая вероятность  

и время сближения частиц  неизвест-

ны. Эти вопросы, являющиеся неотъемлемой ча-
стью теории коагуляции, требуют решения.  

Настоящая работа посвящена разработке ма-
тематической теории магнитной коагуляции и оп-
ределению путей построения эффективной мате-
матической модели, преобразующей исходное 
распределение в измененное распределение дис-
персной фазы в водном ламинарном потоке.  

 
1. Интервал времени сближения пар частиц 

при магнитной коагуляции 
Будем полагать, что твердые частицы примеси 

в суспензии имеют сферическую форму. В работе 
[10] приводятся выражения результирующего по-
ля для сферического тела, полученные на основе 
строгого решения уравнений Максвелла 

,                                            (2) 

=   

         (4) 

Здесь:  – напряженность внешнего магнит-

ного поля;  – напряженности результи-

рующего поля сферического тела, вне тела и в те-
ле соответственно; – относительная магнитная 

проницаемость материала шара; 
 

 – относи-

тельная магнитная проницаемость среды, в кото-
рую погружено сферическое тело; единичные на-
правляющие вектора  – для сферической и 

 – для декартовой систем координат соответст-

венно (рис. 1); – радиус сферической ферро-

частицы; 
 

 – расстояние до центра ферро-

частицы. 

 
Рис. 1. Магнитные силы взаимодействия между 
двумя частицами: 

  при ;  при ;   при 
 

Магнитная сила притяжения феррочастицы во 
внешнем магнитном поле вычисляется из форму-
лы [11]: 

,         (5) 

где   – магнитная восприимчивость,  – объ-

ем феррочастицы.                                               
Формула (5) для сферического тела правомер-

на при соблюдении в точке  условия  

.                                 (6)                           

Формулы (2)-(3) правомерны для одиночной 
частицы. В случае многих частиц, взвешенных в 
суспензии, на каждую частицу будет действовать 

внешнее дифрагированное магнитное поле 
. При этом для каждой индивидуальной 

частицы суспензия исполняет роль внеш-
ней среды. В [12-13] показано, что относительная 
магнитная проницаемость в слабозагрязненных 
водных потоках близка к единице ( ). 

Принимая во внимание сказанное, пондеромо-
торная сила, приложенная к j-частице и обуслов-
ленная дифрагированным полем  i-частицы  в 

соответствии с  формулами (2)- (3) и в однород-
ном внешнем поле  в сферической системе ко-

ординат ( ), согласно рис. 1, 

принимает вид 

 
 

 

(3) 
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где  .   (7) 

При , ,  тогда сила 
 
будет 

равна 

 

и направлена к  i-частице – данная сила притяги-
вает j-частицу к i-частице (рис. 1).  

При ,   сила (7) 

будет 

  

и при 
 
направлена в противополож-

ную сторону от  i-частице – данная сила отталки-
вает j-частицу от i-частицы (рис. 1).  

При  сила (7) будет 

 

 

и при  сила направлена под углом  

к линии, проходящей через центры 0 и ' взаимо-

действующих частиц (рис. 1) – частицы расходят-
ся друг от друга.  

Таким образом, в поперечном направлении к 
магнитным линиям ферромагнитные частицы бу-
дут взаимно отталкиваться; взаимно притягивать-
ся будут такие частицы, которые располагаются 
вдоль магнитных линий внешнего однородного 
поля . 

Оценим отношение  на минимальном 

расстоянии  относительно цен-

тра i-частицы (источника вторичного поля) до 
центра смежной j-частицы  с радиусами ,  

соответственно 

 
 

Из приведенного неравенства следует вывод, 
что даже на минимальном расстоянии между час-
тицами в теле каждой частицы преобладает 
внешнее поле  над индуцированным полем . 

В используемых суспензиях водно-
технологических жидкостей (в слабозагрязнен-
ных ферромагнитными примесями сточных вод) 
среднестатистическое расстояние между части-

цами  , поэтому неравенства   и  

 будут выполняться  практически 

на всех участках сближения двух частиц и намаг-

ниченность диполей будет определяться только 
интенсивностью внешнего поля . 

Итак, значение силы (8), обуславливающей 
магнитную коагуляцию двух частиц, обозначим 

 

где  

. В теории поля ре-

зультирующая сила взаимодействия двух агрега-
тов находится по методу наложения, она равна 
сумме сил взаимодействия каждой частицы одно-
го агрегата с каждой частицей другого агрегата. В 
случае одинаковых агрегатов, составленных из n 
одинаковых мономеров и соединенных в цепочки, 
результирующая сила (9) умножается на .   

Система дифференциальных уравнений (ДУ) 
перемещения j-частицы на встречу к i-частице 
примет вид [13] 

 , ,                (10) 

где  коэффициент пропорцио-

нальности в формуле Стокса,   – коэффициент 

динамической вязкости жидкой среды; 
  масса j-частицы;  – удельная 

плотность феррочастицы,  – скорость  j-

частицы относительно i-частицы. Для агрегата 
формой цепочки силу сопротивления можно оп-
ределить также по методу наложения. Тогда вто-
рое слагаемое в (10) умножается на n.  

Решение нелинейной системы дифференци-
альных уравнений (10) проводим итерационным 
методом. В качестве первой итерации примем 
выражение 

 ,                 (11)  

полученное из допущения, что в начальный 
момент упорядочного движения частиц будем 

считать  , где  расстояние при 

. Подставляя  (11) в (10), вторая итерация 

будет 

 .          (12)  

Интегрируя (12) по частям, имеем 

,     (13) 

где    ;    . 

Найдем отношение подынтегральных выраже-
ний (13) на (12)  

                                       (14) 

(9) (8) 
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и оценим диапазон выполнения условия 

, которое должно выполняться в диапа-
зоне изменения времени пролета частицы 

.                     (15) 

Подчеркнем, что если отношение (14) мало, то 
в выражении  (13) интеграл тоже мал и им, можно 
пренебречь. Поэтому приближенные значения 
второй итерации для скорости и её интеграла 
принимает вид 

,              (16) 

.  (17) 

Так как   интервал времени соеди-

нения двух частиц 
 
оценим из условия 

. Из (12) и (15) следует 

 и далее   

.                                                       (18) 

Подставляя значение   в (17), прихо-

дим к уравнению 

.  (19) 

Из (19) следует, что интервал времени соеди-
нения двух частиц в суспензии приблизительно 
будет определяться так  

.                                   (20) 

Далее подставляя (16) и (17) в исходное диф-
ференциальное уравнение (10), определяем выра-
женную в относительных единицах «невязку» по-
лученного решения 

.      (21) 

При ,  «невязка» решения бу-

дет равна , модуль которой в со-

ответствии с (18) . При , 
 «невязка» решения будет равна 

. Так как скорость сближения частиц при  

намного больше этой скорости в начале этапа 
сближения частиц ( ), то начальный этап 

перемещения будет определять основной вклад в 
интервал времени  соединения двух частиц. 

Поэтому приближенное решение нелинейного ДУ 
(16)-(17), (20) удовлетворительно оценивает со-
стояние перемещения взаимодействующих час-
тиц в суспензии ВТЖ. 

Оценим диапазон физико-технологических па-
раметров, в котором выполняется необходимое 

для полученного решения условие (18) по форму-
ле 

, 

где ρ – объемная плотность массы частиц при-
меси. Условие (18) будет выполняться в следую-
щем диапазоне изменения параметров: ρ  

кг/м3; ; 

м (  кг/м3 – мас-

совая концентрация примесей в ВТЖ); 
А/м; диаметры частиц 

м; , где 

,  при А/м и 

 

Подчеркнем, что данному диапазону парамет-
ров отвечают разряженные взвеси ферромагнит-
ных примесей в сточных водах. 

 
2. Сопоставление механизмов формирова-

ния спектров частиц по теории Смолуховского 
и для магнитной коагуляции 

Разберем механизм  образования спектра час-
тиц по кинетике Смолуховского. При разработке 
своей теории он исходил из следующих предпо-
сылок:  1) частицы дисперсной фазы сфериче-
ские, а сами дисперсные системы являются моно-
дисперсными, т.е. содержат частички одного раз-
мера; 2) скорость коагуляции пропорциональна 
интенсивности  броуновского движения, которая 
(определяет число столкновений в единицу вре-
мени) характеризуется коэффициентом диффузии 
D, и с начальной средней концентрацией частиц 

; 3) между частицами существуют только си-

лы притяжения; 4)  процесс коагуляции рассмат-
ривался как попарное слипание частиц. 

В [6] решается оценочная задача диффузион-
ного сближения произвольной частицы с некото-
рой закрепленной в пространстве центральной 
частицей. Столкновение этой неподвижной час-
тицы с другой происходит каждый раз, когда час-
тицы сближаются на расстояние, равное их двой-

ному радиусу (R = 2 ). То есть рассматривается 

диффузия точечных частиц к сфере радиуса R.  
При этом оценивается постоянная скорости коа-

гуляции , где коэффициент диффу-
зии выражается из уравнения Эйнштейна 

,  коэффициент динамиче-

ской вязкости дисперсионной среды.  
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Тогда среднее время диффузионно-
броуновского сближения частиц выражается 
формулой 

.  

Отношение времени магнитного сближения 
(20) к времени диффузионно-броуновского сбли-
жения частиц будет 

. 

Оценка дает: при мкм   ;   при 

мкм    для 

В/м. 
 
Таким образом, для наиболее интересного 

диапазона распределения примесей (  мкм) 

процессы магнитного сближения преобладают 
над диффузионно-броуновским сближением.  

Это означает то, что при магнитной коагуля-
ции для монодисперсной системы спектр агрега-
тов будет отличаться от спектра Смолуховского, 
так как нарушается условие перемешивания дис-
персионной системы случайными силами (неотъ-
емлемое условие теория коагуляции Смолухов-
ского) за счет процесса диффундирования потока 
частиц с произвольного ракурса к сфере частицы. 
Следовательно, при магнитной коагуляции пре-
обладает механизм объединения только таких 
пар, которые выстроены вдоль магнитных линий. 
Например, для монодисперсной системы процесс 
сближения и объединения взаимодействующих 
пар можно принять синхронным. При этом  в ка-
ждом акте сближения агрегатов их массы будут 
удваиваться,  в первом акте масса агрегата увели-
чивается в два раза, во втором – в четыре раза от-
носительно начальной массы и т. п. При этом 
число частиц в единице объема уменьшается со-
ответственно в два, четыре и т.п.  раз.  

 
3. Инвариантное уравнение распределения 

частиц дисперсной фазы при её коагуляции в 
дисперсной системе 

При анализе магнитной коагуляции в моно-
дисперсной системе просматривается очевидный 
закон сохранения массы, состоящий в следующем 

, 

где соответственно  – масса агрегата и  – 

концентрация частиц дисперсной фазы при –ом 

акте объединения. Рассмотрим данное свойство в 
параметрах распределения полидисперсного со-
става механических примесей. 

Дисперсионный состав механических приме-
сей в теории сепарации традиционно описывается 

массовой плотностью распределения частиц по 
размерам   

.                       (22)  

Здесь:  – масса частиц  в единице объема,  

размеры которых принадлежат  интервалу ( . 

;  – массовая концентрация приме-

сей. 
В теории коагуляции используется такой закон 

распределения дисперсионного состава частиц, 
который характеризует зависимость плотности 
распределения числа частиц, содержащих в еди-
нице объема, от их массы 

.                                  (23)  

Здесь: – число частиц  в единице объема,  

массы которых принадлежат  интервалу ( . 

,   –концентрация числа частиц 

примеси. 
Зависимости (23) и (22) связаны между собой 

через соотношение , где    – 

масса одиночной частицы k-го сорта. Определяя  
 из (22) и подставляя в (23), имеем в пределе 

формулу связи 

,                               (24)  

в которой обозначение  размера частицы  заме-

нено на обозначение  в связи с необходимо-

стью взятия производной от размера частицы по 
её массе. 

Из (24) следует уравнение 

. 

Учитывая закон сохранения массы при коагу-
ляции ( ) и принимая во внимание, что 

левый интеграл есть математическое ожидание 
непрерывной случайной величины массы агрега-
тов , а правый интеграл равен единице, при-

ходим к новой форме закона сохранения массы 
при преобразовании распределения примеси в 
процессе коагуляции 

.                       (25) 
Таким образом, получено статистическое ин-

вариантное уравнение, записанное в параметрах 
распределения полидисперсного состава механи-
ческих примесей, которое выражает закон сохра-
нения массы при коагуляции. Выражение (25) 
правомерно для произвольных начальных распре-
делений дисперсности примесей, при произволь-
ных механизмах процессов коагуляции и в произ-
вольные моменты времени. Поэтому этот закон 
необходимо использовать как критерий разраба-
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тываемых математических моделей процессов 
коагуляции. 

 
4. Вероятность бинарного объединения час-

тиц механических примесей в однородном 
магнитном поле 

Для случая полидисперсного состава механи-
ческих примесей существенный интерес при ана-
лизе процесса магнитной коагуляции представля-
ет оценка вероятности распределения пар сосед-
них частиц  с результирующей мас-

сой  вдоль магнитной линии. Так как со-

седние пары вдоль магнитных линий объединя-
ются, то вероятность  представляет 

собой потенциальную вероятность магнитной 
коагуляции, которую  принимаем за вероятность 
дисперсного распределения механических приме-
сей при магнитной коагуляции. 

Среднестатистическая картина физического 
распределения частиц примеси в единице объема 
жидкой среды представляется в виде набора дис-
кретных частиц, расположенных друг от друга на 

среднестатистическом удалении . 

По направлению внешнего поля в единице объема 

ВТЖ выстраиваются  среднестатистиче-

ских рядов частиц примеси с равным среднеста-

тистическим числом частиц  . В каж-

дом таком продольном (относительно магнитных 
линий) ряде преобладает процесс объединения 
частиц. Так как поперечные силы взаимно оттал-
кивают феррочастицы, поэтому можно допустить 
приближение – среднестатистические продоль-
ные ряды частиц не взаимодействуют между со-
бой. Очевидно, в силу среднестатистической од-
нородности вероятности объединений частиц в 
каждом продольном ряде одинаковые. Тогда за-
дачу поиска вероятности объединения частиц 
можно свести к одномерному приближению – 
вычислению вероятности объединения частиц в 
рамках  одного продольного ряда.  

Задачу будем решать в рамках следующих 
идеализаций: 

- сосредоточимся только на механизме бинар-
ного объединения дискретных частиц (агрегатов), 
в которые вступает каждая соседняя пара частиц;  

- в результате одного акта парного объедине-
ния частиц количество агрегатов будет составлять 
половину числа исходных частиц , по-

этому рассматриваем случай, когда число частиц 
– четное. 

- вероятности бинарного объединения частиц 
будем привязывать к массе бинарных агрегатов, 
так как при объединении двух частиц масса агре-
гата складывается из масс отдельных частиц; 

- среднестатистическое время цикла будем 
оценивать по среднеарифметической массе ис-
ходного распределения механических примесей в 
ВТЖ;  

- для упрощения задачи ограничимся случаем 
равномерной исходной вероятности распределе-
ния частиц по массам – задаем  частиц разного 

калибра, массы которых соответствуют последо-
вательности дискретных чисел   (  – интер-

вал дискретизации массы частиц примеси,  так 
как частица с нулевой массой отсутствует, то 

 ). В этом случае вероятность при-

сутствия числа частиц с массой  равна  

; 

- максимальная масса бинарного объединения 
соответствует значению  как результат объедине-
ния частиц с массами    и  . 

- процессом разрушения агрегатов в ламинар-
ном водном потоке пренебрегаем. 

При вычислении вероятности бинарного объе-
динения учитываем,  что порядок расположения 
частиц в одномерном среднестатистическом ряде  
выстраивается по случайному закону. Для расчета 
всевозможных комбинаций парного объединения 
частиц обратимся к аппарату комбинаторной ма-
тематики [14-15]. Так число сочетаний из  эле-

ментов по два есть 
.                              (26) 

Количество неодинаковых комбинаций по 
 бинарных агрегатов составляет 

.                       (27) 

При двух фиксированных номерах  

(27) преобразуется в следующую формулу  
.                         (28)  

Масса бинарного агрегата равна 
, ; минимальная масса 

агрегата есть , максимальная масса 

. Вероятность  

распределения числа бинарных частиц равна от-
ношению числу агрегатов  с массой  к об-

щему числу комбинаций . 

,                                      (29)  

Для равномерного исходного распределения 
дисперсионного состава частиц формула расчета 

, полученная  методом математической индук-

ции, имеет вид 
.                                 (30)  

Подставляя (30) в (29), имеем 
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  ,                   (31) 

Где  – число агрегатов с массой , 

 – вероятность для равномерного 

исходного распределении дисперсионного соста-
ва примеси. 

Значение  можно вычислить по формулам  

(32) - (33). При   

. 

                               (32) 
при  

. 

.           (33) 
Здесь  называется смещенным еди-

ничным отсчет [17] 

                      (34)  

Заметим, что выполняется условие нормиров-
ки .                                           

Математическое ожидание исходного равно-
мерного распределения 

. (35)  
Математическое ожидание выходного распре-

деления 
 .     (36) 

Сопоставляя (35) и (36), будем иметь 
. Учитывая, что при парном объе-

динении частиц примеси концентрация уменьша-
ется в два раза, то выполняется закон сохранения 
массы для построенной математической модели 
магнитной коагуляции. Таким образом, предло-
женная математическая модель удовлетворяет 
критерию (25). 

В общем случае, при произвольном дисперси-
онном составе примеси, предложенный принцип 
математического моделирования позволяет по-
строить только алгоритм математической модели 
магнитной коагуляции.  

 
Таблица. Распределение вероятностей в общем слу-
чае для  

k, 
n   

0 0 0 
1  0 
2  0 
3  
4  
5  
6  
7 0 

8 0 
9 0 
1
0

0  

1
1

0  

1
2

0 0 

 
В табл. иллюстрируется алгоритм расчета рас-

пределения вероятности числа частиц в зависи-
мости от их массы для одного акта парного объе-
динения при начальном числе частиц . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Решена задача математического моделиро-
вания взаимодействия феррочастиц, намагничен-
ных внешним полем в слабо загрязненной водной 
суспензии. Аналитически подтверждено извест-
ное теоретическое и экспериментальное положе-
ние, что частицы коагулируются вдоль магнит-
ных линий. Это явление, во-первых, обусловлено 
наличием отталкивающих сил в поперечном на-
правлении к магнитным линиям. Во-вторых, чис-
ленные оценки показывают, что диффузионно-
броуновские механизмы соединения несущест-
венны для частиц крупностью более 2 мкм. По-
этому механизм магнитной коагуляции основыва-
ется на доминировании взаимного притяжения 
соседних пар частиц, выстроенных вдоль магнит-
ных линий.  

2. Построена математическая модель вероят-
ности дисперсного распределения агрегатов при 
магнитной коагуляции, основанная на принципе 
объединения пар соседних частиц вдоль магнит-
ных линий. При этом задача решена для равнове-
роятного случая распределения дисперсных час-
тиц. 

3. Получено статистическое инвариантное 
уравнение для законов распределения дисперсно-
сти механической примеси при коагуляции, запи-
санное в интегральных параметрах распределения 
полидисперсного состава механических приме-
сей. Оно выражает для замкнутых дисперсных 
систем (при условии отсутствия седиментации) 
закон сохранения массы при коагуляции и реко-
мендуется в качестве необходимого критерия ма-
тематических моделей коагуляции. Этому крите-
рию удовлетворяет построенная математическая 
модель вероятности дисперсного распределения 
агрегатов при магнитной коагуляции в однород-
ном магнитном поле.  
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создание производства нового поколения эконо-
мически доступных системных комплексов и 
станций очистки и оздоровления больших объе-
мов природных, трансграничных и оборотных 
вод, дождевых и промышленных стоков для 
предприятий и ЖКХ». 
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