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В работах [1–5] в адиабатическом приближе�
нии была построена динамическая модель, опи�
сывающая вибрацию кристаллов инертных га�
зов (КИГ), металлов с ОЦК и ГЦК кристалли�
ческими решетками, а также кристаллов твердых
растворов металлов со структурой CsCl. При оп�
ределении сил межатомного взаимодействия ис�
пользовался механизм Ван�дер�Ваальсовских
связей. Разработанные математические методы
позволили произвести расчеты дисперсионных
кривых, фононных спектров, температурных за�
висимостей теплоемкости и среднеквадратичных
смещений атомов для КИГ при различных сжа�
тиях, а также для ряда элементов 1 – 5 групп таб�
лицы Д.И. Менделеева. Расчеты производились
без использования подгоночных параметров, а
исходными данными служили значения упругих
констант, атомная масса и параметр решетки со�
ответствующего вещества. Для КИГ в тех случа�
ях, когда данные по упругим константам отсут�
ствовали, использовались экспериментальные
данные о значениях дисперсионных кривых на
границе зоны Бриллюэна. Полученные резуль�
таты обнаружили достаточно хорошее согласие
с имеющимися экспериментальными данными.

В работе [6], для кристаллов NiAl, CuZn, FeAl
произведены расчеты кривых дисперсии акусти�
ческих и оптических фононов по основным крис�
таллографическим направлениям. Полученные
результаты обнаружили хорошее соответствие
экспериментальным данным и позволили полу�
чить уточненные значения упругих констант для
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рассматриваемых кристаллов в предположении
концентрации атомов обоих сортов в соотноше�
нии 50% на 50%.

В работах [5, 7], решая полученное уравне�
ние термодинамического равновесия, произведен
расчет параметров теплового движения центров
зарядов внешних электронных оболочек (ВЭО)
атомов металлов с ОЦК и ГЦК кристаллически�
ми решетками. Это позволило рассчитать эффек�
тивный радиус атома, а также получить поправ�
ку на электронный вклад в теплоемкость, учиты�
вающую тепловые колебания электронного газа,
для кристаллов Na и Al хорошо согласующуюся
с экспериментом. Как известно, формула

Э. Ферми, выражающая величину электрон�
ного вклада в теплоемкость металлов, дает неко�
торое (порой существенное) занижение по срав�
нению с экспериментом. Так, для Li эксперимен�
тальное и расчетное значения теплоемкости при
78 К соответственно равны 1,63 и 0,749
( 2/ КмольмДж  ) [8–9], т.е. экспериментальное
значение более чем в два раза превышает расчет�
ное. Подобное несоответствие  характерно и для
ряда других металлов с ОЦК и ГЦК решетками.

В настоящей работе, исходя из уравнения тер�
модинамического равновесия, были получены
усредненные спектральные характеристики внут�
риатомных диполей в металлах, имеющих ОЦК
и ГЦК кристаллические решетки. Это позволило
получить выражение для испускательной способ�
ности поверхностного слоя в рассматриваемых
металлах. По своему порядку полученное выра�
жение хорошо согласуется с известной формулой
М. Планка, вычисляющей испускательную спо�
собность абсолютно черного тела. Здесь также
произведены расчеты поправок на электронный
вклад в теплоемкость кристаллов: Na, K, Al, Cu и
рассчитаны их эффективные радиусы.
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1. СПЕКТРАЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ
ВНУТРИАТОМНОГО ДИПОЛЯ

Пусть рассматриваемая моноатомная решет�
ка имеет форму куба, содержащего 3n  элементар�
ных кубических ячеек, а rN  – число атомов в ре�
шетке. Положим }2,...,2,1{ nN  .

Зададим в пространстве систему кристалло�
графических координат Oxyz с единичными на�
правляющими векторами zyx eee ,,  координат�
ных осей так, чтобы положение каждого узла  ре�
шетки могло быть задано по формуле:

)(
2 zyxijk kji
a eeer  ,               (1)

где a  – параметр решетки, а Nkji ,,  – неко�
торый набор чисел. Обозначим через   подмно�
жество в 3N , образованное всеми такими набо�
рами ),,( kji , для которых формула (1) оп�
ределяет узел решетки.

Считается, что в процессе колебаний атомов
металлов в каждом из них наводится внутриатом�
ный диполь, одним из полюсов которого являет�
ся остов атома, а другим – центр заряда его в.э.о.
Обозначим через p  плечо дипольного момента
атома A , наведенного за счет его относительно�
го перемещения с соседними атомами.

На внутриатомный диполь атома A  действу�
ет кулоновская сила Q , наведенная со стороны
диполей остальных атомов решетки, в результате
чего центр заряда в.э.о. атома A  и следовательно
плечо его дипольного момента, получает некото�
рое приращение p  и становится равным

 ppP  .                         (2)

Наведенный дополнительный дипольный
момент создает частичное экранирование силы

Q , с учетом чего внешняя сила, действующая на
остов атома, становится равной

   /pQF  ,

где  � поляризуемость атома, q  – эффективный
заряд диполя, а 0

2 4/ qβ .
В первом приближении сила реакции R  на

излучение внутриатомного диполя, приложенная
к обоим его полюсам и имеющая на них противо�
положные направления, пропорциональна пле�
чу диполя и равна [4, 5]

 
 PR
33

2

efr
 ,

где efr  – радиус сферы, плотность потока энер�
гии излучения внутриатомного диполя через ко�
торую считается равным работе силы реакции
за единицу времени.

В состоянии термодинамического равновесия
на любом временном промежутке средняя энер�
гия, поглощаемая атомом, совпадает со средней

энергией, излучаемой им. Данное условие будет
выполнено, если считать, что внешняя, частично
экранированная кулоновская сила уравновеши�
вается силой реакции, т.е.


 ppQRF  )

3

2
/(

3

2
0

33
efef rr

.(3)

В состоянии термодинамического равновесия
уравнение движения остова атома A  принима�
ет вид [1;5]

 
 pu o ,                          (4)

где o  – масса остова; а )(tu  – вектор его сме�
щения из положения равновесия в момент време�
ни t . Решение этого уравнения )(tu  представ�
ляется в виде суперпозиции отдельных колеба�
тельных мод, определяемых волновым вектором

)(
2

zzyyxx kkk
na

eeeK  
, где zyx kkk ,,  –

целые числа. Область допустимых значений вол�
нового вектора обусловливается требованием
цикличности границ. Каждое колебание частоты

mK ,  и направления поляризации, задаваемого
единичным вектором mK ,g , может быть пред�
ставлено стоячей волной следующего вида:

3,2,1),sin(

)sin()(

,,

,,,,,





mt

At

mKmK

mmKmKm


 KK gKru

, (5)

где r  –  радиус�вектор узла атома A ,  а
)sin( ,, mKmKA  Kr  – амплитуда одного из

трех колебаний, определяемых волновым векто�
ром K . Каждое такое колебание является нало�
жением двух колебательных мод, представляю�
щих прямую и обратную бегущие волны, ампли�
туды которых равны 2/,mKA . Общее число таких
колебаний равно 2/3 rN .

Введем сокращенное обозначение, полагая

)sin( ,,,, mKmKmK AB   Kr .        (6)

Решение уравнения (4) теперь может быть
записано так:

 
mK

mmKmKmK tBt
,

,,,,, )sin()( Kgu  .  (7)

Вычисляя сумму квадратов амплитуд mKB ,,
по всем атомам решетки, получаем:

rmKmK NAB 2
,

2
,, 2

1


 .                (8)

Используя известную формулу Планка, не�
трудно выразить величину 2

,mKA :

)1(8

1
/

,

2
,
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K
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Формула (9) выражает средний квадрат ам�
плитуды одной колебательной моды, поляризо�
ванной в направлении вектора mK ,g , по всем
атомам решетки. Если каждый атом рассматри�
вать как осциллятор с тремя степенями свободы,
то среднеквадратичное смещение атомов решет�
ки в рассматриваемой моде колебаний выразить�
ся формулой:

 )1(3
][

/
,

2
,

, 


kT
mor

mK
mKeN

 



K

u
.

Рассмотрим уравнение (4). Используя (7),
приходим к равенству:

  
mK

mKmK
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p

mmKmK t ,,, )sin( Kg  .             (10)

Кулоновская сила  Q , действующая на ос�
тов атома A  со стороны диполя, наведенного в
атоме  A , в первом приближении выражается
известной формулой:

 ),3(
3 








  PeePQ
r ,

где  e – единичный вектор, указывающий на�
правление от узла атома A  к узлу атома  A ,  r
– расстояние между этими узлами, а скобки <>
обозначают скалярное произведение векторов.

Тогда кулоновская сила Q , действующая на
остов атома A  со стороны всех остальных ато�
мов решетки, определяется формулой:
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где внутренняя сумма выражает составляющую
силы Q  со стороны i �й координационной сфе�
ры )(iS , ir  – соответствующее расстояние, а
внешнее суммирование ведется по всем коорди�
национным сферам атома A .

С учетом равенства (2) формула (11) может
быть записана так:
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Обозначим слагаемые в правой части равен�
ства (12) соответственно q и q . Тогда, соглас�
но (10), q  представляется в виде:
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Рассмотрим сумму:

 
 

 
l

i S
mmm

i
m

i

B
r1 )(

,,,,3, ),3(
1


 KKKK geegh .

 Непосредственной проверкой нетрудно по�
казать, что справедливо равенство:
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где  r  – вектор сдвига от узла атома A  к узлу
атома  A , а )(iS  – какая�нибудь полусфера i �
й координационной сферы атома A .

Сумма в правой части равенства (14) пред�
ставляет собой линейную операцию над векто�
ром mK ,g , матрицу которой мы обозначим через

KĤ . Тогда равенство (13) принимает вид:

 
m

mKKmKmKmKmKo HBt
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,
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K
gq   .(15)

Возвращаясь к равенству (3), запишем его
как:


 qppq  )

3

2
/(

3

2
33
efef rr

.  (16)

Согласно (10) и (15) левая часть равенства
(16) выражается формулой:
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t
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где Ê  – единичная матрица, и представляет со�
бой линейную комбинацию стоячих волн

mKmKmK Bt ,,,, )sin(    с векторными коэффи�
циентами. Следовательно, равенство (16) может
быть выполнено только в том случае, когда и его
правая часть есть та же самая линейная комби�
нация указанных стоячих волн. В свою очередь,
это условие может быть выполнено лишь тогда,
когда )(tp  представляется в виде:
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m

mKmKmK Btt
,

,,,,, )sin()(
K

mKdp   .(18)

где mK ,d  – безразмерный вектор, указывающий
направление поляризации соответствующей сто�
ячей волны.

Вычисляя второе слагаемое q  в правой
части формулы (12), аналогично формуле (15),
приходим к равенству:
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K
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Приравнивая соответствующие коэффициен�
ты правой и левой частей равенства (16), получим:

 
m

ef

m
ef

mKo

HE
r

E
r

H

,3

,3
2

,

)ˆˆ)
2

1

3

1
((

)ˆ
3

1ˆ(

KK

KK

d

g










.

Обозначим через KĜ  – матрицу, обратную к
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Подставляя (20) в (18) и суммируя с (10), со�
гласно (2), получаем

.)sin(ˆ
2 ,,,,

,
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2
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 gP K  (21)

Положим
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2
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2
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 .             (22)

Тогда mK ,d  – безразмерный вектор, а форму�
ла (21) принимает вид:
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где

mKmKmKmKm tBt ,,,,,,, )sin()( dP K   . (24)

2. УСРЕДНЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
ВНУТРИАТОМНОГО ДИПОЛЯ

Рассмотрим колебание, заданное по формуле
(24). Средний квадрат плеча внутриатомного
диполя по времени и по всем атомам решетки для
данных K и m , очевидно, выражается формулой:
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 Вычисляя правую часть, с учетом формул (8),
(9) приходим к равенству:
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Согласно (23), средний квадрат плеча внут�
риатомного диполя выражается формулой:
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Для вычисления подынтегрального выраже�
ния поменяем в нем порядок суммирования. Тогда
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Если LK  , то, как нетрудно проверить,
внутренняя сумма по   равна нулю. Поэтому
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Нетрудно также проверить, что:
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Таким образом, справедливо равенство

 
mK

mKmKA
,

2
,

2
,

2

4

1
][ dP .

Согласно формуле (9), окончательно получаем
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Вернемся к формуле (24) и рассмотрим вектор

mKmKmKmKmKm tBt ,,,,,
2

,,, )sin()( dP K    .

Подобно тому, как были получены формулы
(25), (26), приходим к выражениям:
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Воспользуемся теперь известной формулой
из электродинамики [9], выражающей плотность
энергии излучаемой диполем. Согласно этой
формуле, полная энергия, излучаемая  составля�
ющей m,,KP  внутриатомного диполя за едини�
цу времени, равна:
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mKmK

c
W 

 P  .

Усредняя по времени и по всем атомам решет�
ки, согласно (27), приходим к выражению для
средней энергии, излучаемой в единицу времени
каждым отдельным атомом решетки на частоте

m,K  в пределах полного телесного угла:
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Рассмотрим в кристалле плоскость (100).
Плотность заполнения ее атомами в случае ОЦК
и ГЦК решеток соответственно равна 2/1 a  и

2/2 a . Тогда плотность энергии, излучаемой ато�
мами такой поверхности с единицы ее площади в
пределах телесного угла 2 , например, в случае
ОЦК решетки выразится формулой:
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Пусть равенство )( ,, mKmK dd   выража�
ет зависимость вектора mK ,d  от частоты mK , ,
а функция )(3 gNr  представляет плотность
состояний ОЦК решетки. Тогда плотность энер�
гии излучения рассматриваемой плоскости, при�
ходящаяся на интервал частот d , выразится
формулой:
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Положим
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По своему смыслу функция ),( Tr   пред�
ставляет испускательную способность поверхно�
стного слоя грани ОЦК кристаллической решет�
ки, ориентированной в направлении (100). Срав�
нивая выражение (31) с известной формулой
Планка для испускательной способности абсо�
лютно черного тела
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нетрудно убедиться в том, что эти величины при�
близительно одного и того же порядка.

3. ПОПРАВКА НА ЭЛЕКТРОННЫЙ ВКЛАД
В ТЕПЛОЕМКОСТЬ

Обозначим через v  смещение из положения
равновесия центра заряда в.э.о. атома A  в неко�
торый момент времени. Тогда

  Puv  .

Откуда согласно (2), (7), получаем

mKmKmK
mK

mKm Bt ,,,,
,

,, )sin()(    dgv K .(32)

Как показано в работах [5,7], энергия такого
колебания выражается формулой
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.     (33)

где e  – эффективная масса минусового полюса
внутриатомного диполя.

Проводя аналогичные рассуждения, как и в
[5, 7], приходим к выражению для полной энер�
гии центров зарядов в.э.о. атомов кристалла:
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Вычисляя волновой вектор K  в единицах
a2 , введем для его координат следующие обо�

значения: nknknk zyx /;/;/   .
Тогда mK ,  представляется в виде функции

),,(,  mmK  , аналогично для mKmK ,, , gd .
В формуле (34) можно перейти от суммирования
к интегрированию по области П, которая в слу�
чае ОЦК и ГЦК решеток определяется соответ�
ственно равенствами: ],0[],0[],0[   ,

]2/,2/[],0[],[   .  Положим
33 / ndV  . Тогда выражение для поправки на

электронный вклад в энергию и теплоемкость
одного моля вещества в случае ОЦК решетки
принимают вид:
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Таблица 1. Удельная электронная теплоемкость и эффективный радиус атома
для элементов с ОЦК и ГЦК решетками
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Аналогично выглядят формулы для ГЦК решетки.
Вычисление соответствующих величин произ�

водилось в зависимости от одного вариационного
параметра, названного эффективным радиусом
атома efr . Значения которого определялись таким
образом, чтобы соответствующая поправка к тео�
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Вещество T, K 
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мДж/моль•К2 
расч , 

мДж/моль•К2 

 с учетом 
поправки 

эксп , 

мДж/моль•К2 
efr , в единицах 

параметра 
решетки 

Li 78 0,749 1,64 1,67 0,395 

Na 78 1,094 1,43 1,39 0,49 

K 83 1,668 2,18 2,14 0,48 
Al 298 0,912 1,36 1,35 0,34 

Cu 293 0,605 0,691 0,695 0,26 

Рис. 1. Температурная зависимость поправки
на электронный вклад в энергию кристаллов:

1– Li; 2 – Na; 3 – K

Рис. 2. Температурная зависимость поправки
на электронный вклад в энергию кристаллов:

1– Al; 2 – Cu

Рис. 4. Температурная зависимость поправки
на электронный вклад в теплоемкость кристаллов:

1– Cu; 2– Al

Рис. 3. Температурная зависимость поправки
на электронный вклад в теплоемкость кристаллов:

1– Na; 2 – K
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ретическим данным по электронной теплоемкости
металлов обеспечивала наилучшее приближение к
экспериментальным данным (табл. 1).

Ниже на рис. 1–2 приведены температурные
зависимости поправки на электронный вклад в
энергию для Li, Na при 78 K, K при 83 К, Al и Cu
при 298 K и 293 К соответственно, на рис. 3–4 –
температурные зависимости поправки на элект�
ронный вклад в теплоемкость для Na, K, Al и Cu
при соответствующих температурах.
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