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ВВЕДЕНИЕ

В теории управления движением космичес�
ких аппаратов (КА) дистанционного зондирова�
ния земли (ДЗЗ) к основным относятся задачи
управления ориентацией КА при формировании
интегральных программ управления на много�
витковых интервалах полёта [1]. При этом струк�
тура таких программ управления такова, что они
образуются совокупностью пар манёвров управ�
ления ориентацией  КА, в которые включаются
манёвр перенацеливания аппаратуры зондиро�
вания, необходимый для обеспечения соответ�
ствующих кинематических характеристик угло�
вого движения КА ДЗЗ на начало сканирования
очередного маршрута съёмки [2], и, собственно,
манёвр управления ориентацией КА при скани�
ровании этого маршрута съёмки [3]. Для опти�
мизации таких пар манёвров в составе паттерна
[2] с целью обеспечения эффективности интег�
ральной программы управления по показателю
производительности КА ДЗЗ [1, 2] необходима
разработка методов и алгоритмов оптимального
управления его переориентацией при перенаце�
ливании аппаратуры зондирования. В связи с
этим здесь рассматривается задача управления
переориентацией КА при задании, вообще гово�
ря, произвольных граничных условий для кине�
матических характеристик его углового движе�
ния на некотором фиксированном интервале уп�
равления ],[ 0 ftt . В общем случае уравнения
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углового движения КА [4] можно записать в сле�
дующем виде:

 fωσ ~
td
d

;  fBuω
td

d ~
,         (1)

где σ  – вектор параметров ориентации КА, на�
пример, относительно орбитальной или иной
системы координат, ω~  – вектор его угловой ско�
рости, )~,,( ωσff t  ,  , , – заданные
вектор�функции, а f  здесь вводится так:

ωIσNf ~])([ 3 ,  где ωσN ~)(  –  правая
часть кинематических соотношений для выбран�
ных параметров ориентации, )(σN  – матрица
размера 33  [2] и 3I  – единичная матрица.

Маневр переориентации КА задается следу�
ющими граничными условиями:

 00 )( σσ t ; 00
~)(~ ωω t ;

fft σσ )( ; fft ωω ~)(~  ,            (2)
где 0σ , fσ , 0

~ω , fω~  – заданные векторные кон�
станты.

Соответственно, в (1) B  – матрица эф�
фективности для управляющих параметров

) , ,( col 321 uuuu  и предполагается, что они
удовлетворяют таким ограничениям:

1||)(||  u , ],[ 0 ftt ,  ,2 ,     (3)
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uu  – гельдеровские век�

торные нормы.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ.
ОПОРНАЯ ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ

В [5] был предложен метод последовательных
приближений синтеза оптимальных программ
управления для двухточечных граничных задач
(1), (2), который базируется на «линеаризации»
(1) посредством введения вектор�функций

))(~),(,()(
~ tttt ωσff   ,  , , и на примене�

нии метода простой одношаговой итерации [6].
При построении приближений рассматривается
следующая система:
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~~ t

td
d fuBxAx  ,                 (4)
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а ),( col
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 fff . С учетом (2) граничные ус�
ловия для системы (4) будут иметь вид

00)( xx t ; fft xx )( .                  (5)

Начальное приближение для граничной за�
дачи (4), (5) получим из решения задачи опти�
мального управления с функционалом типа нор�
мы для ],[ 0 fttu  в  qL  ( 1 q   ) [7] при

0)(
~  tf ,  , , ],[ 0 fttt , для следующей

системы:
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~ )0()0(

)0(

t
td

d uBxAx  ,                (6)

где )()0( tu  – оптимальное управление. Последу�
ющие приближения суть решения задач опти�
мального управления, получаемые с учетом тех
же граничных условий и с тем же функционалом
для систем вида

 )(
~
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~ )1()()(
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tfuBxAx  kkk
k

t
td

d ( 1, 2 , 3, ...k  ), (7)

где ))(,(
~

)(
~ )1()1()1( txtftf   kkk , а )()( tku  – оп�

тимальное управление. Как известно, задачи оп�
тимального управления такого типа весьма эф�
фективно решаются при их сведении к проблеме
моментов с последующим применением принци�
па максимума Н.Н. Красовского [7, 9]. При дос�
таточно «хороших» начальных приближениях
[8], например, в виде решения задачи (5), (6),
для последовательных приближений в виде ре�
шения задач (5), (7), как правило, скорость схо�
димости метода простой одношаговой итера�

ции близка к квадратичной и )()()( ttk  xx
и )()()( ttk  uu  ( ],[ 0 fttt  ) при k   ,

где )(tx  –  траектория системы (4) при

( ) ( , ( )t t tf f x , удовлетворяющая граничным

условиям (5): 00 )( xx  t ;  fft xx  )( ,  а
)(tu  – оптимальное управление. Эффектив�

ность решения рассматриваемой задачи опти�
мального управления системой (1) или, что то
же самое, оптимальной переориентации КА во
многом определяется эффективностью решения
задач (5), (6) и (5), (7) для заданного функцио�
нала. В связи с этим далее рассматривается ре�
шение этих задач управления при сведении к про�
блеме  моментов и, соответственно, при задании
минимизируемого функционала типа нормы для
программы управления [7]. Такие задачи далее
будем называть опорными задачами управления.

Для задачи управления переориентацией КА
ДЗЗ на фиксированном интервале ],[ 0 ftt  наи�
больший практический интерес представляет
решение задачи оптимального управления (1), (2),
которая является взаимной к задаче на быстро�
действие. Очевидно, что в этом случае требует�
ся минимизировать функционалы следующего
вида:

min||)(|| max vrai||)(||)(
],[

)()(

0

 





uuu
fttLJ ,  ,2 , (8)

а именно: при 2  минимизировать модуль
вектора управляющих параметров, а при   –
абсолютные величины его компонент. Получае�
мое при этом решение задачи оптимального уп�
равления для (1), (2) может быть реализовано
только в том случае, когда для него выполняют�
ся ограничения (3), и, соответственно, в этом слу�
чае имеет место реализуемость отвечающего гра�
ничным условиям (2) манёвра перенацеливания
аппаратуры зондирования КА.

2. СВЕДЕНИЕ ОПОРНОЙ ЗАДАЧИ
УПРАВЛЕНИЯ К ПРОБЛЕМЕ МОМЕНТОВ

Как известно [7], задачу оптимального управ�
ления типа (5), (7), (8) можно свести к проблеме
моментов в 1L . Моментные равенства в этом слу�
чае имеют вид
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где ),( ftФ  – переходная матрица для системы
(4), а вектор моментов c  будет равен
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В рамках принципа максимума Н.Н. Красовско�
го данная проблема моментов с учетом (8) сводится к
последовательному решению следующих задач [9]:
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поскольку 

0

0 ( ) ( ) 1T
ft

t

d    h u , где )(~ u – опти�

мальное управление.
Следует отметить, что с учетом структуры «ли�

неаризованных» уравнений (1) система (4) явля�
ется прямой суммой двойных интеграторов (по
каналам управления ориентацией КА), которые
представлены парциальными системами [10]:

 )(
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),( col
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nnn ff f . Соответственно, для (11) гра�
ничные условия с учетом (2), (5) будут иметь вид

 nn t 00 )( xx  ; nffn t xx )(  ( 1, 2,3n  ).

Для каждой парциальной системы (11)
также можно ставить задачи оптимального
управления с функционалами типа нормы


 Lnn uJ ||)(|| , которые, в свою очередь, сводят�

ся к парциальным проблемам моментов и к ре�
шению следующих задач ( 3,2,1n ):
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так как 

0

0 ( ) ( ) 1
ft

n n
t

g u d    , где )(
nu  – парци�

альные оптимальные управления, а также
)()( T

00  nnng gξ , 1T
0 nn cξ . Здесь  предпола�

гается, что векторы моментов 0nc . Если же
0nc , то управление n �й системой (11) не тре�

буется, так как граничные условия для нее удов�
летворяются тогда автоматически и, стало быть,

0)( 
nu  ],[ 0 ftt .

В [7] была рассмотрена задача о сведении
проблемы моментов в виде задач (9), (10) к реше�
нию пар задач (12), (13) ( 1, 2,3n  ) с целью по�
строения  на их основе точного или приближен�
ного решения задачи оптимального управления
для составной системы. В связи с этим отметим,
что для функционала (8) при =  парциаль�
ные оптимальные управления, получаемые из
решения задач (12), (13), также являются опти�
мальными и для задач (9), (10).

3. РЕШЕНИЕ ОПОРНЫХ
ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ

В принципе максимума Н.Н. Красовского за�
дачи (5), (6), (8) или (5), (7), (8) сводятся к пос�
ледовательному решению задач (9), (10). С уче�
том (8) перепишем задачу (9) в виде
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где )()( 0
T
0  nnn hgl , 3,2,1n . Нормы мини�

мальных элементов – 0  вычисляются по фор�

мулам:   











 




ft

t n
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13

1
00 |)(| , 1, 2  . Ре�

шение задачи (10) для заданных 0 ( )nh   тогда
сводится к решению задачи
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где )(~ nu , 1, 2,3n  , – оптимальное управление.
Вариант 2  . Вначале рассмотрим реше�

ние задачи (9), (10) для 2  в (8) (и, стало быть,
для 2  в (9)) . Тогда получим
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Отсюда видно, что ограничения будут накла�
дываться на модуль вектора оптимальных управ�
ляющих параметров )(~ tu . Из условия максиму�
ма интеграла в (3) и выполнения условия (10)
для оптимальной программы управления тогда
получим [9]:

 
20
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0 ||)(||

)(1
)(~

t
tt

h
hu


 , ],[ 0 fttt ,

или с учетом )](),(),([ col)( 3020100 thththt h :

20
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0 ||)(||

)(1
)(~

t
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n h
 , 3,2,1n , ],[ 0 fttt .(14)

Переходя к рассмотрению парциальных про�
блем моментов в виде пар задач (12), (13), пере�
пишем задачу (12) в виде
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Оптимальные управления )(
nu  для полу�

ченных )(0 ng  определяются из условия макси�
мума интегралов в (13), то есть из условий
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здесь  
ft

t
nLn dgg
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n
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],[ 0 fttt . Из условия максимума интеграла в
(13) тогда получим
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1

)( 0 tgtu n
n

n 
 , ],[ 0 fttt  ( 3,2,1n ).  (15)

Сравнивая оптимальные управления (15) с
управлением (14), нетрудно видеть, что они та�
ковыми для задач (5), (7), (8) не являются, а сте�
пень их неоптимальности в данном случае мож�
но оценить, если подставить в (10) )(tun

  из (15)
вместо )(~ tun  из (14).

Вариант  . Рассмотрим теперь задачу
(9), (10) для случая, когда в (8)  . В отличие
от случая для 2 , здесь парциальные опти�
мальные управления, получаемые из решения
задач (12), (13), суть компоненты оптимального
управления и для задачи (9), (10) (для  ).
Как и в рассмотренной выше задаче, здесь из ре�
шения задачи (12), (13) получим такие же опти�
мальные управления )(tun

 , 3,2,1n , что и в
(15). Без ограничения общности далее можно
предположить, что 0|||| 1nc , 3,2,1n , а так�
же что существует единственный номер , такой,

}{min arg
3,2,1 

0 n
n

n 


что nn 
0

0 , 3,2,1n ,

0nn  . Тогда имеет место:

|)(|
1

|)(|
0

0
tutu n

n
n

 


 , 3,2,1n , 0nn  , ],[ 0 fttt .

С другой стороны, при 1  из (9) получим:

 


ft

t n
n dh

0

3

1
00 |)(| , и, соответственно, для

оптимального управления также будет выпол�
няться следующее условие из (10):

03,2,1 ],[],[

1
|)(~|max max||)(~||max

00 






n

ntttt
u

ff

u ,

а  о т с ю д а  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о

03,2,1

1
|)(||)(~|max

0 
 


tutu nn

n
 ( 31 0  n ) и, бо�

лее того, )()(~
00
tutu nn

 , ],[ 0 fttt , а также

}{ min 
3,2,1 

0 0 n
n

n 


. Остальные парциаль�

ные оптимальные управления (15) также явля�
ются компонентами оптимального управления

( )tu в рассматриваемом случае.
Действительно, после подстановки )(~

0
tun  в

0n �ю парциальную систему (11) ее можно из рас�
смотрения исключить, а для оставшейся пары
парциальных систем после этого найти номер

]\}[{min arg
03,2,1 

1 nn
n

n 


,  для которого

nn 
1

0 , 3,2,1n , 10,nnn  . Отсюда по�

лучим )()(~
11
tutu nn

 , ],[ 0 fttt  , и то же са�

мое получим для оставшейся парциальной сис�
темы (11). Таким образом, в конечном счете,
получим

 )()(~ tutu nn
 , 3,2,1n , ],[ 0 fttt .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные решения опорных задач управ�
ления в рамках изложенного метода последова�
тельных приближений обеспечивают разработ�
ку эффективных алгоритмов синтеза оптималь�
ного управления переориентацией КА (1), (2), (8)
при перенацеливания его аппаратуры зондиро�
вания. В связи с этим они могут быть рекомендо�
ваны не только для расчета основных характе�
ристик системы управления ориентацией КА, но
и для решения задач, связанных с формировани�
ем интегральных программ управления, а также
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для разработки соответствующих алгоритмов
бортового комплекса управления КА.

Статья подготовлена по материалам докла�
да «Синтез оптимального управления переориен�
тацией космического аппарата одним методом
последовательных приближений» на XVI Всерос�
сийском научно�техническом семинаре по управ�
лению движением и навигации летательных аппа�
ратов (Самара, 18 � 20 июня 2013 г.). Исследова�
ние проведено при поддержке РФФИ, проекты №
13�08�97019 р_поволжье_а.
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ON  THE  SOLUTION  OF  THE  OPTIMAL  CONTROL  SYNTHESIS  PROBLEM
OF  SPACECRAFT  REORIENTATION  IN  SENSING  HARDWARE  REDIRECTION

BY  ONE  SUCCESSIVE  APPROXIMATIONS  METHOD

© 2014  Y.N. Gorelov

Institute for the Control of Complex Systems of RAS, Samara

The optimal control problem of spacecraft orientation in sensing hardware redirection at paths transition
intervals is considered. To solve this problem the method of successive approximations is applied. Each
approximation is connected with the decision support optimal control problems with functionals of the
norm type in for control parameters vector. The support problems are solved using Krasovsky’s maximum
principle for vector norms with indicators 2,   .
Key words: spacecraft, orientation, redirection, optimal control, successive approximations, support problem,
the problem of  moments.
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