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ВЕДЕНИЕ

В настоящее время диэлектрическая спектро�
скопия широко используется для исследования
структуры и состава различных веществ, при
этом используются как частотная, так и времен�
ная диэлектрическая спектроскопия [1�3].

Одним из основных соотношений частотной
спектроскопии являются полуэмпирическая фор�
мула Дебая [4]:
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здесь )( – диэлектрическая проницаемость, 
�круговая частота,  – постоянная времени, s
и  – проницаемость при 0  и  /1  со�
ответственно, i – мнимая единица.

Чисто дебаевские диэлектрические спектры на
практике встречаются редко, большинство реаль�
ных спектров имеют более широкую область дис�
персии. Для описания спектров недебаевского
типа был предложен ряд эмпирических формул.
К. Коул и Р. Коул (КК) предложили формулу, опи�
сывающие спектры с широким и симметричным
пиком поглощения [5]. Также Дэвидсон и Р. Коул
(ДК) предложили формулу для описания спект�
ров с пиком поглощения, скошенным вправо [6].
Гаврильяк и Негами (ГН) объединили эти две
формулы и получили следующее соотношение [7]:
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В работе исследована релаксационная функция, полученная на основе колебательной модели неде�
баевской поляризации. Показано, что функция имеет два предельных случая, соответствующие раз�
личным видам поляризации. Быстрая поляризация (t<<) нелинейна, медленная поляризация (t )
линейна. Найдены границы для быстрой и медленной части релаксационной функции. Найден вид
быстрой нелинейной и медленной нелинейной функций. Показано, что, вид поляризации определя�
ется видом квазиупругой силы осциллятора. В общем случае релаксационную функцию можно пред�
ставить в виде линейного и нелинейного слагаемых.

где   и  – константы, зависящие от свойств

материала (1>  0, 1>   0). Случай  =0,
 =0 приводит к формуле Дебая (1), случай  >0,
 =0 соответствует распределению КК, случай
a=0,  >0 приводит к закону ДК. Очевидно, что
перечисленные распределения получены подгон�
кой формулы Дебая под эксперимент, физичес�
кий смысл коэффициентов   и   неизвестен.
Эти формулы также имеют ограниченную об�
ласть применения. Как показала практика, име�
ется не так много веществ, спектры которых точ�
но описываются этими формулами.

Для временной спектроскопии применяется ре�
лаксационная функция P(t) – времязависимый от�
клик поляризации материала на резкое включение
(или отключение) внешнего электрического поля.
Известно, что временная и частотная спектральные
функции связаны прямым и обратным преобразо�
ванием Фурье. Легко найти релаксационную функ�
цию для спектральной формулы Дебая:
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здесь Р
0
 – значение поляризации в момент t=0.

Далее эту функцию мы будем называть линей�
ной. В литературе [3, 9] принято использовать
безразмерную релаксационную функцию:
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Попытки найти аналитические релаксацион�
ные функции с помощью обратного преобразова�
ния Фурье, соответствующие эмпирическим фун�
кциям КК, ДК и ГН оказались безуспешными.

Кольрауш, Вильямс и Ваттс [9] предложили
эмпирическую релаксационную функцию:
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где   – числовой коэффициент (1  <0). Циф�
ровое Фурье�преобразование от этой функции
даёт спектры, близкие к распределениям ДК и
ГН. Существуют и другие релаксационные фун�
кции, подобные функции (5), например, функция
предложенная авторами работы [10], принципи�
альных отличий от (5) они не имеет.

Достаточно широко применяется термодина�
мический подход для объяснения релаксацион�
ной поляризации. Поскольку термодинамика по
определению макроскопическая наука, то она в
принципе не может объяснить микроскопические
механизмы поляризации, но, в некоторых случа�
ях, позволяет получить полезные соотношения.
В работе [11] на основе кинетической теории по�
лучена следующая релаксационная функция:
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здесь q – постоянная, зависящая от свойств мате�
риала, U

0
 – константа, определяемая начальны�

ми условиями. Цифровое преобразование Фурье
от (6) даёт растянутые частотные спектры с пи�
ком поглощения, скошенным влево. В работах
[12, 13], на основе термодинамического подхода,
из других исходных посылок была получена ре�
лаксационная функция, подобная (6):

Известны, также и другие модели релаксаци�
онной поляризации, “прыжковая” модель, распре�
деление времён релаксации [1, 2], парная модель
[14] и другие. Но ни одна из них не даёт достаточ�
но простых аналитических релаксационных или
спектральных функций.

1. РЕЛАКСАЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ,
ПОЛУЧЕННАЯ НА ОСНОВЕ
КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ МОДЕЛИ

В работах [15, 16] было показано, что спект�
ральная формула Дебая (1) вытекает из реше�
ния уравнения линейного осциллятора. Если
сила трения больше силы инерции осциллятора,
в уравнении осциллятора можно пренебречь сла�
гаемым, ответственным за инерцию. В этом слу�
чае мы получаем вырожденное уравнение для
линейного осциллятора [17]
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здесь х – координата осциллятора,  =2  / 0
2 –

постоянная времени,  0
 – собственная частота,

 0
2=k/m, k – коэфициент квазиупругой силы, m

– масса осциллятора  – коэффициент затуха�
ния, F(t) – внешняя вынуждающая сила. Это
уравнение описывает заторможенный линейный
осциллятор. Первое слагаемое обусловлено трени�
ем, второе – квазиупругой возвращающей силой.

Решение уравнения (7) без правой части даёт
экспоненциальную релаксационную функцию,
подобную функции (3). Очевидно, что Фурье�
образ этой функции совпадает со спектральной
формулой Дебая (1) с точностью до постоянного
множителя. Отсюда был сделан вывод, что ре�
лаксационная поляризация это заторможенные
колебания заряженных частиц [15, 16]. Посколь�
ку функция Дебая не даёт точного совпадения с
подавляющим большинством реальных релакса�
ционных спектров, в работе [18] было сделано
предположение, что для описания таких спект�
ров может быть применена модель заторможен�
ного нелинейного осциллятора, эта тема была
продолжена в работе [19].

Рассмотрим частный случай колебаний осцил�
лятора с нелинейной квазиупругой силой. В урав�
нении (7) представим квазиупругую силу в виде
суммы линейного члена и нелинейной добавки:
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здесь n – числовой коэффициент (nі1). По анало�
гии вводим собственную частоту  01

2=k
1
/m и

постоянную времени  1
=2  / 01

2, соответству�
ющие нелинейному слагаемому. Отношение по�
стоянных времени  / 1

 показывает степень
влияния нелинейной добавки на характер коле�
баний.

Уравнение заторможенного осциллятора (7)
с нелинейной квазиупругой силой (8) примет вид:
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Это уравнение Бернулли, его решение извес�
тно [20]:

1
1

1
1

1
1

1
)1(exp)1(exp)(
















 





 














 

nnn
atnCtnCtx





,(10)

здесь С – константа, определяемая начальны�
ми условиями, a= /C· 1

 [19]. Нормировка фун�
кции (10) даёт:

 
1
1

1
1 )1(exp

1

1
)(














 





 




n

n

atn
a

t


 . (11)

Таким образом, получена нелинейная релакса�
ционная функция. Поскольку   и  1

 положитель�
ны, то для того, чтобы функция (11) была рацио�
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нальной необходимо чтобы a<1, или  1
> . Легко

заметить, что при а=0 функция (11) превращается
в простую экспоненциальную функцию.

2. РАЗЛИЧНЫЕ РЕЖИМЫ ПОЛЯРИЗАЦИИ,
ОПИСЫВАЕМЫЕ  НЕЛИНЕЙНОЙ
РЕЛАКСАЦИОННОЙ ФУНКЦИЕЙ

На рис. 1 [19] показаны частотные спект�
ральные функции, полученные с помощью циф�
рового преобразования Фурье от функции (11).
Преобразование Фурье не позволяет получить
спектральную функцию в аналитическом виде.

Как видно из рис. 1, при n1 и при n>10
cпектральная функция совпадает по форме с де�
баевской [19]. В интервале 1<n<10 с ростом n
происходит трансформация спектра, от дебаевс�
кого (n  1), до растянутого спектра с пиком по�
глощения, скошенным влево (1<n<1.9), далее до
сильно растянутого с симметричным пиком
(n  1.9), далее до растянутого спектра с пиком,
скошенным вправо (1.9<n<10), и вновь до деба�
евского спектра (n>10). Наличие двух пиков в
частотном спектре позволяет сделать предполо�
жение, что релаксационная функция (11) описы�
вает два различных релаксационных процесса,
при малых n (n  1), и при больших n (n>10), при
промежуточных значениях n, по всей видимости,
имеется наложение этих двух процессов.

С математической точки зрения, линеариза�
цию спектра при n 1 и при n>10 можно объяс�
нить исходя из свойств уравнения (9). При n=1
уравнение (9) описывает линейный осциллятор
с постоянной времени

1

1



 .                              (12)

То есть, при n1 функция (11) асимптоти�
чески стремится к линейной функции (4) c по�
стоянной времени  *. Линеаризацию спектра
при n>10 можно объяснить следующим образом.
Поскольку смещение заряженной частицы неве�
лико (x<<1), то при n>>1 в уравнении (9) член
xn становится пренебрежимым по сравнению x.
Уравнение (9) становится линейным и описыва�
ет колебания с характеристическим временем  ,
Также, если рассмотреть функцию (11), при n>10
и t~  можно пренебречь параметром а, который
будет мал по сравнению с экспонентой. При этом
функция (11) трансформируется в простую экс�
поненциальную.

На рис. 2 показаны графики функции (11),
по оси амплитуд использован логарифмический
масштаб. График простой экспоненциальной
функции вида (3) в таких координатах будет пря�
мой линией. Сравним графики на рис. 1 и 2. Как
видно из рисунка, при n=1 релаксационная фун�

кция линейна, этой функции соответствует де�
баевский спектр (рис. 1). При n незначительно пре�
вышающем 1, график функции (11) становится не�
линейным, спектр также отличается от дебаевско�
го, пик поглощения имеет левую асимметрию.

При n=11 график релаксационной функции
имеет протяженный линейный участок, прибли�
зительно в пределах t=0,2·  �  . Очевидно, что в
этом диапазоне функция (11) является простой
экспонентой. Быстрая часть функции (t<0,2· )
нелинейна. Очевидно, что при больших n функ�
цию (11) можно представить в виде суммы ли�
нейной функции и незначительной нелинейной
добавки. Спектральная функция при n>10 име�
ет дебаевскую форму, отсюда следует, что фор�
ма спектральной функции определяется только
медленной частью релаксационной функции.

Рис. 1. Спектральные функции, полученные
с помощью цифрового преобразования Фурье

от функции (11) для различных значений n при а=0.99.
Значения n указаны цифрами на графиках

Рис. 2. Зависимость логарифмической амплитуды
релаксационной функции (11)

от времени для различных значений n.
Значения n указаны цифрами на графиках
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Как следует из рис. 2 медленная часть функции зак�
лючена в диапазоне приблизительно  0,2· 
t2· . Найдём более строгое условие, ограничи�
вающее медленную часть функции (11). Слагае�
мым а можно пренебречь, если экспонента пре�
вышает это слагаемое по крайней мере в 10 раз,
т.е. exp((n�1)·t/ )>10·a. Для а=0.99 и n=10 полу�
чаем t>0.26· . Верхний предел интервала мож�
но оценить, интегрируя функцию (11) в преде�
лах от 0 до  , и от 0 до верхнего предела интер�
вала. Интегрирование показывает, что значения
интегралов отличается не более чем на 5% при
верхнем пределе 3· . Цифровое преобразование
Фурье показывает, что различие в 5% не оказы�
вает заметного влияния на форму спектра. Та�
ким образом, медленная часть функции (11), оп�
ределяющая форму частотного спектра находит�
ся в интервале 0,26·  t 3· .

Из сказанного следует, что при малых n (n>1)
функция (11) является нелинейной, асимптоти�
чески стремящейся к линейной при n 1. Най�
дём вид функции, совпадающей с (11) при малых
значениях n. Как следует из рис. 2, функция (11)
при малых n имеет заметную амплитуду только
в области t<0.1· . В этом случае справедливо
условие t<< , это позволяет экспоненту в функ�
ции (11) разложить в ряд в окрестности нуля:
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Таким образом, мы можем представить фун�
кцию (11) в виде суммы линейной функции вида
(3) и функции (13). Несложно заметить сходство
функций (13) и (6). Графики функции (13) для
различных n показаны на рис. 3, на рисунке ис�
пользован логарифмический масштаб по време�
ни. Там же для сравнения пунктиром показаны
графики функции (11).

Рисунок показывает, что в интервале 1<‘n<2
функции (11) и (13) совпадают практически пол�
ностью. Быстрые части функций (11) и (13) при
t  1

 полностью совпадают для любого n. Срав�
нение графиков функции (13) со спектральной
функцией (рис. 1) показывает, что функция (13)
описывает спектры с левой асимметрией. В об�
ласти t~  функция (13) даёт явно завышенные
значения, поскольку разложение производилось
в окрестности нуля.  Из рисунка следует, что в
интервале 1<n 2 функция (13) с достаточной
точностью совпадает с функцией (11).

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, показано, что релаксацион�
ная функция (11) описывает различные режимы

поляризации, при 1<n 2 поляризация нелиней�
на, при 1<n 2 релаксационный процесс пред�
ставляет собой сумму линейного и нелинейного
процессов, при n>10 поляризация линейна. Из
рис. 1 следует, что частотные спектры можно раз�
делить на два различных типа, по типу симмет�
рии пика поглощения: с левой асимметрией и
правой асимметрией. Для спектров с левой асим�
метрией преобладает нелинейный процесс, для
правой асимметрии – линейный. В литератур�
ных источниках несложно найти эксперимен�
тальные спектры обоих типов. Из анализа дос�
тупных экспериментальных материалов можно
сделать вывод, что для определённого материа�
ла наблюдается дисперсия только одного типа,
либо с левой асимметрией, либо с правой. Мате�
риалы, показывающие при изменении внешних
условий (температура, давление) спектры, с из�
меняющейся симметрией, обнаружить не удалось.
Отсюда следует достаточно очевидный вывод,
что вид колебаний заряженных частиц опреде�
ляется структурой материала.

Как следует из сказанного, характер поляри�
зации существенно зависит от параметра n. Это
означает, что поляризация определяется видом
квазиупругой силы, или формой потенциальной
ямы, которая может быть найдена как интеграл
от силы.

Проведённый выше анализ позволяет уста�
новить связь между колебательной моделью ре�
лаксационной поляризации изложенной в рабо�
тах [19, 20], и термодинамической [12�14]. Тер�
модинамическая модель описывает частный
случай релаксационной поляризации, соответ�
ствующий малым значениям n для колебатель�
ной модели.

Рис. 3. Графики функции (13) в зависимости
от логарифмического времени для различных
значений n при а=0.99. Значения n показаны

цифрами на графиках. Пунктиром построены
графики функции (11) для тех же значений n и а
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