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Одним из способов восстановления двумерных
плотностей вероятности по имеющейся выборке
является построение параметрической модели не�
известного непрерывного закона распределения.
При определении выражения неизвестной двумер�
ной плотности вероятности с помощью парамет�
рической модели, если в данных условиях можно
предполагать, что выборка распределена по како�
му�либо закону, необходимо решить две задачи:

1) определить вид параметрической модели,
адекватно описывающей представленную выборку,

2) определить неизвестные параметры модели.
Учитывая, что нейронные сети являются уни�

версальным и широко используемым механизмом
при решении задач аппроксимации и классифи�
кации, рассмотрим возможность использования
нейронных сетей при построении параметричес�
ких моделей плотностей вероятности.

Данная задача состоит из четырех частей:
1) преобразование исследуемой дискретной

двумерной выборки в вид, удобный для работы с
нейронной сетью;

2) определение типа распределения исследуемой
выборки с помощью многослойного персептрона;

3) определение параметров распределения по
методу моментов с учетом известного типа рас�
пределения;

4) определение параметров распределения
методом нейронных сетей с использованием ал�
горитма обучения радиально�базисной сети.
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Данный подход исследования двумерных рас�
пределений можно использовать для различных
видов распределений, но для упрощения генера�
ции исходных данных и отладки алгоритмов рас�
смотрим параметрическую модель, заданную
следующим способом:
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где 1X  и 2X  – независимые величины,   – ко�
эффициент корреляции.

Ограничимся рассмотрением нормального и
экспоненциального одномерных законов, а так�
же закона Вейбулла. Исходя из линейного харак�
тера зависимости между случайными величина�
ми X  и Y , построим прямую, используя метод
наименьших квадратов (МНК):

baxy  . (2)

Задача заключается в нахождении коэффи�

Рис. 1. Преобразование модели
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циентов линейной зависимости, при которых
следующая функция принимает наименьшее зна�
чение [1]:
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где n  – размер выборки,
a , b  – коэффициенты линейной зависимос�

ти в выражении (2),

ix , iy  
– i#ый элемент двумерной выборки.

После определения а и b сумма квадратов от�
клонений экспериментальных данных от найден�
ной прямой будет наименьшей. Далее двумерную
выборку необходимо повернуть так, чтобы слу�
чайные величины X  и Y  можно было рассмат�
ривать как независимые. Получена следующая
формула:

)( mxxayy iii  ,                       (4)

где a – коэффициент линейной зависимости, най�
денный методом МНК,

mx – оценка математического ожидания,

iy  – i #ый элемент выборки по оси ординат
после преобразования,

iy  – i #ый элемент выборки по оси ординат
до преобразования,

ix  – i #ый элемент выборки по оси абсцисс
до преобразования.

Для удобства постановки задачи классифи�
кации будем представлять случайную последо�
вательность в виде частотной двумерной гистог�
раммы с разбиением на xM  коридоров по оси x и

yM  коридоров по оси y, построенной по исследу�
емой выборке, представленной на рис. 2.

Для восстановления аналитического выраже�
ния функции плотности вероятности из набора
узловых точек используется алгоритм нейросе�
тевой аппроксимации. Для примера, в качестве
базовой модели для определения коэффициентов
нормального�нормального закона распределе�
ния вероятности, который был установлен на
этапе классификации, берется RBF�сеть, нейро�
ны скрытого слоя которой являются двумерны�

ми функциями Гаусса вида:
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Для нормального�экспоненциального закона
распределения вероятности:

y
cx

y
xx

eyxG








 2
)( 2

),( .             (6)

Для нормального�Вейбулла закона распре�
деления вероятности:
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Эти функции используются для построения
аппроксимирующей модели, которая выглядит
следующим образом:

),(),(ˆ yxGwyxf  .                  (8)

Неизвестные коэффициенты w , x , y , xc ,

yc , y , yk , y в выражениях (5�7) являются
настраиваемыми, а их значения определяются в
процессе обучения нейронной сети.

Таким образом, целевая функция определя�
ется по формуле:
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Приведем формулы вычисления параметров для
нормального�нормального закона распределе�
ния вероятности:
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Для нормального�экспоненциального:
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Для нормального�Вейбулла:
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Оценка погрешности аппроксимации вычис�
Рис. 2. Частотная гистограмма

двумерной выборки
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ляется по формуле:

dxdyyxfyxf
D
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Для исследования погрешности было прове�
дено 29 испытаний [2]. Также, полагая величину
погрешности случайной величиной, распреде�
ленной по нормальному закону, величина по�
грешности оценивается по правилу “трёх сигма”.
В каждом из испытаний строилась гистограмма
15 на 15 столбцов и моделировалась выборка слу�
чайной величины, состоящая из 10000 отсчетов и
распределенная по двумерному нормальному за�
кону. Результаты исследования представлены в
табл. 1.

Первая строка – погрешность, полученная с
использованием методов описанных в статье,
вторая строка – результаты исследования по�
грешности аппроксимации RBF�сетью [3].

Третья строка – результаты, описанные в [4],
последняя строка – результат использования
метода моментов.

В таблице xm  представляет выборочное сред�
нее погрешности аппроксимации, рассчитанное
по 29 значениям, x  – корень выборочной дис�
персии, max – максимальная величина погреш�
ности среди проведенных испытаний.

 
СКП 

xm  x  xxm 3  max 

1 0,0137 0,0038 0,0243 0,0246 
2 0,0144 0,0008 0,0169 0,0160 
3 0,0116 0,0035 0,0221 0,0224 

4 0,0231 0,0029 0,0318 0,0309 

Таким образом, по результатам испытаний,
которые приведены в таб. 1, можно сделать вывод
о том, что метод, описанный в статье, имеет мень�
шую погрешность, чем метод моментов, однако
большую, чем метод, основанный на аппроксима�
ции RBF�сетью [3], и метод, используемый для
работы с двумерной независимой выборкой [4].
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Таблица 1. Результаты исследования методов
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