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Моделирование и анализ сложных систем

ВВЕДЕНИЕ

Разностный метод решения уравнений Мак�
свелла (FDTD) на настоящий момент является
наиболее популярным инструментом математи�
ческого моделирования в нанофотонике и нано�
оптике, о чем свидетельствует многочисленность
реализаций метода, адаптированных к решению
широкого класса задач на различных вычисли�
тельных архитектурах. Вместе с тем, высокие
требования к системным ресурсам (в частности,
к объему оперативной памяти) сдерживают при�
менение метода в случаях, когда аппаратная база
(например, бюджетные видеопроцессоры) харак�
теризуется высоким быстродействием, но весьма
ограниченным объемом ОЗУ.

Указанный недостаток принято преодоле�
вать учетом природы электромагнитного излу�
чения (введением подвижных сеточных областей
[1]), особенностей строения элементов нанофо�
тоники (декомпозицией сеточной области [2]),
разработкой новых приемов программирования
(метод пирамид [3]) или обращением к разно�
стному решению волнового уравнения [4]. Ком�
бинированию последнего подхода с FDTD�мето�
дом и посвящена предлагаемая работа.

По сравнению с разностным решением урав�
нений Максвелла, аналогичное решение уравне�
ния Даламбера позволяет в двумерном случае на
треть сократить объем выделяемой оперативной
памяти (сохраняются два временных сечения

электрического поля вместо трех проекций элек�
тромагнитного) и на 10% снизить число арифме�
тических операций (10 при вычислении поля в
одном узле сеточной области вместо 11 при вы�
числении трех сеточных функций в ячейке Yee).
Впрочем, при рассмотрении трехмерной задачи
метод FDTD становится более предпочтитель�
ным, что ограничивает область применения раз�
виваемого подхода двумерным случаем.

Разностное решение задачи дифракции, как
правило, сопровождается заданием поглощаю�
щей подобласти (моделирующей свободное про�
странство) у границ оптического элемента, фор�
мированием падающей волны с определенными
амплитудно�частотными характеристиками, уче�
том дисперсии материала элемента, особеннос�
тей его строения и т. п. Многие эффективные
приемы решения перечисленных задач были най�
дены лишь к концу прошлого века, когда в силу
растущей популярности FDTD метода разно�
стное решение волнового уравнения уже не на�
ходилось в фокусе внимания исследователей.

Перенесение современных методик, разрабо�
танных для решения уравнений Максвелла, на
разностное решение волнового уравнения не все�
гда приводит к упрощению задачи. Так, в работе
[5] авторы обращаются к заданию более сложно�
го “прозрачного” источника вместо хорошо за�
рекомендовавшей себя технологии разделения
полей TF/SF в силу неработоспособности после�
дней при решении уравнения Даламбера.

Поэтому представляется целесообразным со�
вместное разностное решение уравнений Далам�
бера и Максвелла, где первое привлекается для
снижения требований к системным ресурсам, а
участие второго позволяет использовать без мо�
дификации современные эффективные методи�
ки. В настоящей статье это методика формиро�
вания падающей волны (TF/SF), рассмотренная
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на примере двумерного случая с целью верифи�
кации работоспособности заявленного подхода.

1. СОГЛАСОВАНИЕ РАЗНОСТНЫХ
РЕШЕНИЙ  УРАВНЕНИЙ ДАЛАМБЕРА

И МАКСВЕЛЛА НА ГРАНИЦЕ СЕТОЧНЫХ
ПОДОБЛАСТЕЙ

Для уравнений Максвелла ограничимся рас�
смотрением случая Н – волны:
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где сеточная проекция электрического поля на
ось x  –
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Тогда  решение (1) по схеме (2) будет отыскивать�
ся на MD D= cD , а сеточные уравнения схемы
(2) решаться на M

h hD D= c
hD .

Аналогично для волнового уравнения:
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запишем разностную схему:
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Решение (3) будем искать в cD сеточной об�
ласти W

hD , наложенной на cD , реализуя вычис�
ления по (4) на сеточной области W

hD . Тогда про�
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Задавшись целью совместного отыскания
разностного решения уравнений (1) и (3), согла�
суем вычисления на DW и DM в табл. 1.

На границах объединенной области устано�
вим электрическую стенку. За начальное условие
примем отсутствие поля в момент времени 0t  .

Алгоритм перехода на следующий временной
слой при реализации совместного решения состо�
ит в определении сеточных функций в узлах W

hD

Границы области Узлы сеточных
областей 
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верхняя граница W
hD  ,k U L m R    

нижняя граница W
hD  ,k B L m R    

Таблица 1. Равные значения сеточных функций
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и M
hD в соответствии с табл. 2, где формулы (5) –

(12) имеют вид:
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Для подтверждения правомерности предло�
женного подхода к совместному решению на од�
ной вычислительной области уравнений Макс�
велла и волнового авторы провели серии вычис�
лительных экспериментов. При этом
использовались операционная система Windows
7 Professional SP1, вычислительный комплекс
Matlab 7.0.1 и процессор Pentium (R) Dual – Core
CPU T 4400 @ 2.20 GHz, RAM 3.00 CB.

На рис. 1 уравнения Максвелла решаются
относительно сеточных функций zH  (обозначе�
ны треугольниками), yH (крестиками) и xE (зак�
рашенными квадратиками); уравнения Даламбе�

Узлы сеточных областей Подобласти 
вычислительных областей Решаемые уравнения 
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hD  (5) 

,m R B k U    правая граница W
hD  (6) 

,  k B L m R    нижняя граница W
hD  (7) 

,  k U L m R    верхняя граница W
hD  (8) 

,m L k B   нижний левый узел W
hD  (9) 

,m L k U   верхний левый узел W
hD  (10) 

,m R k U   верхний правый узел W
hD  (11) 

,m R k B   нижний правый узел W
hD  (12) 

Таблица 2. Расчёт совместного решения (1) и (3) на временном слое n+1
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ра – относительно сеточных функций xE (не зак�
рашенными квадратиками); на общей границе
сеточных областей расположены значения  фун�
кции напряжённости электрического поля (напо�
ловину закрашенные квадратики).

Эксперименты проводились при различных
значениях дискретизации сеточной области
Q , tQ  и TQ , где первый параметр характеризо�
вал число узлов сеточной области по простран�
ству (приходящееся на одну длину волны); вто�
рой – количество узлов по времени (приходяще�
еся на временной интервал, за который плоский
волновой фронт в вакууме  пройдет расстояние в
одну длину волны); третий – “длительность” за�
пускаемого цуга в длинах волн. При этом они
менялись от (10,20,5) – минимальных значений,
удовлетворительно описывающих распростране�
ние плоской однородной волны в свободном про�
странстве, до (100,200,15) – соответствующих
весьма низким величинам погрешности. В каче�
стве вычислительной области D брался квадрат
с длиной стороны 20 , при этом шаги по про�
странству полагались равными.

В первой серии экспериментов были повто�
рены результаты из работы [5], полученные при

распространении плоской однородной электро�
магнитной волны в вакууме при задании жёст�
кого источника. Их совпадение свидетельствует
о правомерности излагаемого выше подхода в
случае свободного пространства.

2. ЗАДАНИЕ ПАДАЮЩЕЙ ВОЛНЫ
ПО ТЕХНОЛОГИИ TF/SF

ПРИ СОВМЕСТНОМ РЕШЕНИИ

Моделирование распространения излучения
через оптический элемент кроме наложения се�
точной области и записи на ней разностных урав�
нений требует задания приходящего извне поля,
падающего на элемент. Действительно, резуль�
тат будет зависеть не только от геометрии изу�
чаемого оптического элемента и материала, из ко�
торого он изготовлен, но и от вида падающей
электромагнитной волны – распределения ком�
плексных амплитуд проекций её векторов в про�
странстве и времени.

Непосредственное использование модели же�
сткого источника (вполне приемлемой в одномер�
ном случае) в двумерном варианте оказывается
неудачным, при необходимости корректной ра�

Рис. 1. Объединение сеточных областей без учета  дискретизации по времени.
Квадратам соответствуют проекции n

x km
E
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,n
z km

H 
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боты с отраженной от оптического элемента вол�
ны. Наиболее популярным приемом, в этом слу�
чае, является задание падающей волны по техно�
логии TF/SF, связанной с искусственным разде�
лением поля на результирующее (в оптическом
элементе и его непосредственной окрестности) и
рассеянное (в остальной области). Выражения,
описывающие указанное разделение полей, со�
держат слагаемые с аналитически (или числен�
но) заданным падающим полем. Таким образом,
происходит учёт последнего.

Реализация методики TF/SF связана со сле�
дующей модификацией разностной схемы Yee:

(13)

где сеточные функции под тильдой связаны с па�
дающим полем и являются его компонентами.
Авторы остановились на численном задании па�
дающего поля, для чего отыскивают разностное
решение одномерных уравнений Максвелла с
привлечением жёсткого источника:

 (14)

Замысел второй серии экспериментов состо�
ял в верификации возможности задания падаю�
щей волны по методике TF/SF при совместном
решении уравнений Максвелла и Даламбера.

Усложняя задачу  (по сравнению с первой
серией экспериментов) исследуем дифракцию на
бесконечном однородном диэлектрическом ци�
линдре кругового сечения, совместив его центр
с центром области cD , определив радиус рав�
ный половине длины волны, показатель пре�
ломления 1,5n  . Остальные параметры вы�
числительного эксперимента остались анало�
гичными первой серии. Сравнивая полученные
результаты с известным аналитическим реше�
нием [6], для оценки погрешности воспользуем�

ся величиной R  ( max k k
R

k
k

A N

A


 , kN – зна�

чения, полученные разностными методами, kA –
соответствующие аналитическому решению),
отыскивая её на оптической оси элемента варьи�
руя  ,k B U и 10 1m Q  .

Рассматривая результаты, из табл. 3, соответ�
ствующие как совместному решению уравнений
Даламбера и Максвелла, так и разностному ре�
шению исключительно уравнений Максвелла,
отметим точное совпадение обоих решений при

Число шагов 5TQ   10TQ   15TQ   

 Q  tQ  R  
10 20 0,1338 0,1424 0,0809 
20 40 0,0608 0,0682 0,0183 
50 100 0,0307 0,0215 0,0075 
100 200 0,0274 0,0096 0,0037 

Таблица 3. Результаты второй серии
вычислительных экспериментов
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любых параметрах дискретизации и сходимость
разностного решения к аналитическому.

Очевидно, для получения удовлетворительно�
го результата (сочтём за него решение с не более
чем 2%  погрешностью) достаточно использовать
цуг в 10 длин волн. При 15TQ   удовлетвори�
тельный результат достигается при дискретиза�
цииQ , tQ равной (20,40). При меньшей длине цуга
поле в исследуемой области не успевает устоять�
ся, волна не является монохроматической в силу
чего, результаты характеризуются высокой по�
грешностью. Таким образом, можно заключить,
что разработанный метод является достойной
альтернативой “чистому” FDTD.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе продемонстрирована
возможность совместного разностного решения
уравнений Даламбера и Максвелла, при котором
на область вычислительного эксперимента нала�
гаются различные сеточные подобласти. Указан�
ное разностное решение обеспечивается согласо�
ванием значений сеточных функций на границе
таких подобластей.

На примере задачи дифракции плоской вол�
ны на цилиндре было проведено исследование схо�
димости численного решения к аналитическому
при уменьшении шагов дискретизации, которое
выявило снижение погрешности примерно в два
раза при одновременном уменьшении шагов.

TASK  OF  FALLING  WAVE  ON  TECHNOLOGY  OF  TF/SF
AT  THE  FINITE#DIFFERENCE  SOLUTION  OF  THE  D’ALEMBERT

AND  MAXWELL’S  EQUATIONS
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(National Research University)
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The technique of searching of the collateral finite – difference solution of a wave equation and set of
equations of Maxwell is offered, allowing to combine advantage and to avoid shortcomings of both made
mention numerical methods of nanophotonics. In a two – dimensional case on test examples convergence
of such decision, possibility a task of an incident wave on the TF/SF technology are shown.
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При совместном численном решении была
использована методика TF/SF, применение ко�
торой при использовании только волнового урав�
нения является малоэффективной. Результаты
использования методики при совместном реше�
нии уравнений Максвелла и волнового уравне�
ния практически неотличимы от аналогичного
решения уравнений Максвелла, что позволяет
говорить об эквивалентности сеточных задач и,
соответственно, получаемых решениях.

Таким образом, совестное решение разностных
уравнений Максвелла и Даламбера позволяет ис�
пользовать лучшие стороны обоих методов.
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