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Затвердевание непрерывного слитка в кри-
сталлизаторе и построение адекватной матема-
тической модели связано с изменением процесса 
тепломассообмена в системе «затвердевающая 
отливка – форма». Основными факторами при 
этом являются: динамика теплообмена в кри-
сталлизаторе и отвод («снятие») теплоты пере-
грева жидкой сердцевины. Первый связан, глав-
ным образом, с изменением коэффициента теп-
лопередачи системы, второй определяет форми-
рование отливки на начальном этапе. Оба фак-
тора являются ключевыми для расчета кинетики 
роста корки, распределения температурного по-
ля, выбора оптимальных режимов и стабильно-
сти процесса непрерывного литья. 

Коэффициент теплопередачи. Из общей 
теории теплообмена известно, что в системах со 
сложным видом переноса тепла, а именно к это-
му случаю относится теплообмен в кристаллиза-
торе, коэффициент теплопередачи определяется 
из следующих выражений: 

 

k=(q/Δt)   (1) 
 

k =
1

N

i=1Ri
   (2) 

 

где k – общий коэффициент  теплопередачи; q – 

величина удельного теплового потока; t – раз-
ность температур на границах системы; Ri – 
термическое сопротивление i-го элемента систе-
мы; N – число элементов. 

Чтобы воспользоваться (1) и (2) для опре-
деления коэффициента k в кристаллизаторе не-
обходимо знать величины теплового потока q; 
разность температур на границах системы t в 
каждый фиксированный момент времени; 
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термическое сопротивление Ri каждого элемента 
системы. Причем в теории затвердевания отлив-
ки в зависимости от выбранной системы отсчета 

и ее граничных условий t задают, как правило, 
двояким образом – как разность температур 
жидкой сердцевины отливки и среды: 

 

t = t - tс  (3) 
 

или как разность температур поверхности от-
ливки и охладителя: 

 

t = tп - tс  (4) 
 

где t - температура жидкой сердцевины отливки 
в рассматриваемый момент времени; tп – темпе-
ратура поверхности отливки в рассматриваемый 
момент времени; tс – температура среды.  

Использовать выражения (1)- (4) для вы-
числения коэффициента k затруднительно, так 
как в них входят величины, которые не подда-
ются измерению и контролю непосредственно в 
ходе разливки. Кроме того, хорошо известно, что 
изменение коэффициента теплопередачи в сис-
теме «непрерывная отливка – кристаллизатор» 
определяется, в основном, механизмом образо-
вания и роста газового зазора, образующегося в 
результате усадки между поверхностью затвер-
девающего слитка и стенкой кристаллизатора. 
Термическое сопротивление зазора составляет 
70-85% от общего термического сопротивления  
системы [1]. Однако уровень теоретических зна-
ний в настоящее время не позволяет предсказать 
с необходимой полнотой динамику роста зазора 
и его  теплофизические параметры. Становится 
очевидным, что изменение коэффициента тепло-
передачи в кристаллизаторе нельзя описать ника-
ким решением, кроме численного. Для решения 
этой задачи используется метод исключения пе-
ременных [2, 3]. Применительно к данному слу-
чаю метод заключается в том, что характер   
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распределения коэффициента теплопередачи в 
кристаллизаторе, на основании предварительно 
проведенных исследований, считается извест-
ным и описывается функцией, дающей хорошее 
совпадение с экспериментальной кривой, а его 
использование основано на двух принципиаль-
ных положениях, существенно упрощающих 
решение искомой задачи. 

Первое положение заключается в том, что 
коэффициент k в кристаллизаторе рассматрива-
ется как коэффициент теплопередачи от фронта 
затвердевания к охладителю, а не от жидкой 
сердцевины или поверхности слитка, как это 
обычно принято в теории затвердевания отлив-
ки. Известно, что в установившемся режиме не-
прерывного литья процесс теплопередачи в кри-
сталлизаторе носит квазистационарный харак-
тер, то есть изотермы температурного поля не 
изменяют своего положения относительно не-

подвижной системы координат (dt/d = 0). По-
этому, пользуясь уравнением «сплошности» те-
плового потока при стационарном режиме теп-
лообмена, выражение для определения значения 
теплового потока в каждый фиксированный мо-
мент времени можно записать в виде следующе-
го равенства: 

 

q=k·(t - tс)=k″·(tп - tс)=k·(tкр - tс)  (5) 
 

где tкр – температура затвердевания расплава; k – 
коэффициент теплопередачи от фронта затвер-
девания; k′ - коэффициент теплопередачи от 
жидкой сердцевины слитка; k″ - коэффициент 
теплопередачи с поверхности слитка. 

Нетрудно заметить, что если в первых 
двух членах равенства (5) величина q является 

функцией двух переменных – k и t или k″ и tп, то 
в третьем лишь одной переменной k, так как 
температура tкр постоянна в течение всего вре-
мени затвердевания отливки, либо квазипосто-
янна, если использовать понятие «спектр затвер-
девания» для сплавов с небольшим интервалом 
кристаллизации. Следовательно, изменение ве-
личины теплового потока q по длине кристалли-
затора будет полностью определяться  измене-
нием коэффициента теплопередачи от фронта 
затвердевания к охладителю k и  наоборот. 

Из первого положения вытекает второе. 
Анализ большого числа экспериментальных 
кривых распределения тепловых потоков в кри-
сталлизаторах машин непрерывного литья, при-
веденных, например, в работах [1, 4-6] показы-
вает, что эти кривые с большой степенью точно-
сти можно аппроксимировать функциями пара-
болического вида. Так как между величинами k 
и q существует линейная зависимость, то, следо-
вательно, и функцию k можно приближенно 

описать параболой m-го порядка, используя 
принцип подобия [7]: 

 

k = (ko - ke )(1 -


T
)

m
+ kek = (ko - ke )(1 -


T

)
m

+ ke

 (6) 
 

где  - время; T – время нахождения отливки в 
кристаллизаторе; ko – коэффициент теплопере-

дачи в момент времени  = 0; ke – коэффициент 
теплопередачи на выходе кристаллизатора, т.е. в 

момент  = T; m – показатель параболы. Выбор 
параболы обусловлен не только тем, что функ-
ция эта хорошо соотносится с опытными дан-
ными и проста в математическом отношении, но 
и тем, что все величины (ko, ke, m), входящие в 
уравнение (6), легко рассчитываются либо под-
даются оперативному контролю и измерению 
непосредственно в ходе разливки. Современные 
технические средства позволяют делать это с 
большой точностью в режиме реального време-
ни (методика подробно изложена в работе [8]).  

Знание закона изменения коэффициента 
теплопередачи k, вытекающего из уравнений (5) 

и (6), позволяет для каждого  преобразовать со-
ответствующим образом стандартные граничные 
условия 3-го рода (для одномерной задачи теп-
лопроводности) и свести их следующему виду: 

 

k·(tкр - tс) =  n··(tкр – tп) /   (7) 
 

где  - толщина корки слитка;  - коэффициент 
теплопроводности корки; n – показатель парабо-
лы температурной кривой по толщине корки [2]. 

Приводимые выше положения существен-
но упрощают задачу математического модели-
рования кинетики затвердевания непрерывного 
слитка в кристаллизаторе, так как при составле-
нии систем дифференциальных «балансных» 
уравнений позволяют сократить количество пе-
ременных и выразить решение таких уравнений 

относительно функции , по аргументу  в виде 
простых аналитических зависимостей в явном 
виде [7] 

Теплота перегрева. Влияние теплоты пе-
регрева на процесс затвердевания непрерывного 
слитка в кристаллизаторе теоретически наиболее 
просто было бы учитывать величиной qc плотно-
сти теплового потока от расплава к корке в фор-
ме закона теплообмена Ньютона: 

 

qc  = с·(t '- tкр)  (8) 
 

где с – коэффициент теплоотдачи конвекцией; t' 
– средняя температура жидкого металла сердце-
вины слитка в рассматриваемый момент време-
ни.  

С точки зрения практического использова-
ния такой учет теплоты перегрева не нашел   
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широкого применения в теории затвердевания 
непрерывной отливки из-за значительных, часто 
непреодолимых трудностей, связанных с опре-

делением коэффициента с. В этом смысле более 
плодотворными являются приближенные мето-
ды учета перегрева, которые требуют дальней-
ших упрощений. Совершенно ясно, что практи-
ческая ценность таких моделей и полученные на 
их основе решения будут в значительной степе-
ни зависеть от того, насколько точно вводимые 
упрощения отражают реальный процесс.  

В теории непрерывного литья теплота пе-
регрева преимущественно учитывается по так 
называемому «энтальпийному правилу Хвори-
нова» [9], т.е. присоединяется к теплоте кристал-
лизации через введение понятия «эффективная 
теплота кристаллизации». Если при «обычных» 
способах литья, когда отливка полностью за-
твердевает в форме, это допустимо, то при не-
прерывном литье, когда в кристаллизаторе за-
твердевает лишь начальная корка слитка, такое, 
фигурально выражаясь, равномерное «размазы-
вание» теплоты перегрева по всему фронту кри-
сталлизации может приводить к ощутимым по-
грешностям. А это неприемлемо, например, при 
разработке АСУП реального времени. Матема-
тическая модель процесса должна учитывать 
воздействие теплоты жидкой сердцевины на 
рост корки.  

На основании экспериментальных иссле-
дований температурного поля жидкой сердцеви-
ны непрерывного слитка хорошо известно, что 
теплота перегрева постепенно снимается на дли-
не фронта затвердевания в кристаллизаторе, при 
этом наиболее интенсивно теплота отводится в 
начальной стадии, т.е. в районе мениска, когда 
температура расплава близка к температуре за-
ливки, а интенсивность теплоотвода наиболь-
шая. В работе [10] делается предположение, что 
теплота перегрева снимается по линейному за-
кону на всей длине кристаллизатора. Такое до-
пущение более точно отражает действитель-
ность, так как предполагает, что наибольшее ко-
личество теплоты перегрева отводится на на-
чальном участке кристаллизатора. Однако ана-
лиз показывает, что такой метод является недос-
таточно точным. Совершенно очевидно, что в 
зависимости от конкретных параметров процес-
са (интенсивности теплоотвода, температуры 
заливки, скорости литья и т.п.) теплота перегрева 
может быть полностью снята на любом участке 
кристаллизатора и даже, при определенных ус-
ловиях, за его пределами. 

В работе [11] теплота перегрева Qsh про-

порциональна температуре перегрева T и скоро-
сти литья w относительно некой «номинальной» 

температуре перегрева To и скорости литья wo: 
 

Qsh = Qo·(T·w)/(To· wo)  (9) 
 

где Qo – количество теплоты перегрева, вноси-
мое в кристаллизатор в единицу времени. Авто-
ры не уточняют понятия «номинальной» темпе-
ратуры перегрева, To и скорости литья wo и не 
указывают их величины, отнеся их, по-
видимому, к «коммерческой тайне». Поэтому 
сказать что-либо более определенное о том, как 
авторы учитывают теплоту перегрева при со-
ставлении «балансных» уравнений тепломассо-
обмена в кристаллизаторе, не представляется 
возможным. 

В работе [12] автором было выдвинуто по-
ложение, что количество теплоты перегрева Qsh, 
оставшееся в жидкой сердцевине непрерывной 
отливки к моменту времени , пропорционально 
общему количеству отводимого тепла в кристал-
лизаторе, что представляется более естествен-
ным. Это положение выражается зависимостью: 

 

Qsh = Qo (1 -

~
k

~
kTh Th

)Qsh = Qo (1 -

~
k

~
kTh Th

)

 (10) 
 

где ~k – среднеинтегральное значение коэффици-
ента теплопередачи в кристаллизаторе за время 
; ~kTh – среднеинтегральное значение коэффи-
циента теплопередачи за время Th;  - текущее 
время; Th – время отвода теплоты перегрева.  

Значения величин ~k и ~kTh находят путем 
интегрирования уравнения (6) в соответствую-

щих интервалах времени - 0 и 0Th: 
 

~
k =

(ko + m·k)

(m + 1)
~
k =

(ko + m·k)

(m + 1)   (11) 
 

Чтобы воспользоваться зависимостями 
(10) и (11) для составления и решения уравнения 
теплового баланса затвердевающей отливки в 
кристаллизаторе, необходимо знать значения ~kTh 
и Th. Величины эти можно определить из урав-
нения теплового баланса элементарной непре-
рывной отливки. Дальнейший расчет ведется с 
широким использованием метода последова-
тельных приближений. Современные вычисли-
тельные средства делают применение этого ме-
тода чрезвычайно эффективным. Методика и 
алгоритм проведения расчетов всех переменных 

величин, включая и определение функции  по 
аргументу  в «явном виде» с учетом положения 
(10) подробно изложена в работе [12]. Подобные 
функции являются основой для создания адек-
ватных математических моделей кинетики за-
твердевания непрерывного слитка и автоматизи-
рованных систем управления машин непрерыв-
ного литья заготовок (МНЛЗ) в режиме реально-
го времени. 
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Выводы: разработанные методики опре-
деления коэффициента теплопередачи и учета 
влияние теплоты перегрева жидкой сердцевины 
непрерывного слитка на процесс затвердевания 
могут быть полезны при создании адекватных 
математических моделей для систем управления 
МНЛЗ, выбора оптимальных режимов литья и 
повышения стабильности процесса. 
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