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В работе приведена математическая модель процесса охлаждения стальных заготовок. Основой мате-

матической модели является уравнение теплопроводности Био-Фурье в одномерной постановке, кото-

рое решается методом прогонки при граничных условиях первого и третьего рода. Решены прямая и 

обратная задачи теплопроводности. Показано, что решение задачи охлаждения заготовки при исполь-

зовании полностью неявной схемы, по сравнению с явной схемой и схемой Кранка-Николсон, является 

наиболее предпочтительным, как по точности, так и по времени. Математическая модель верифициро-

вана сопоставлением расчётных значений температур и коэффициентов теплоотдачи с эксперимен-

тальными. На примере заготовки из стали 40Х при одностороннем и двухстороннем охлаждении опре-

делены изменения температур, по которым возможна оценка фазовых переходов в материале. 
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К металлическим заготовкам ответствен-
ных деталей машиностроения, таким как оси, 
трубы, листы, пластины, длинномерный прокат, 
стержни предъявляются повышенные требова-
ния по технологическим и физико-механическим 
свойствам. Эти свойства могут быть получены 
применением эффективных упрочняющих тех-
нологий термической обработки при изготовле-
нии заготовок [1]. Важным этапом технологиче-
ского процесса термической обработки является 
охлаждение заготовки, при этом важно задавать 
требуемую скорость охлаждения заготовки, в 
соответствие с которой окончательно будут 
формироваться физико-механические свойства 
материала. Построение и исследование матема-
тической модели процесса охлаждения позволит 
устанавливать условия охлаждения и тепловое 
состояние заготовки, необходимые для форми-
рования заданных физико-механических свойств 
материала. 

Цель работы: разработка математической 
модели процесса охлаждения стальных загото-
вок и реализация прямой и обратной задач теп-
лопроводности для определения условий охлаж-
дения.  

На рис. 1 приведена схема охлаждения за-
готовки толщиной δ, охлаждающими средами с 
температурами ТА

* и ТВ
*. На рис. 2 представлена 

расчётная схема заготовки. 
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Рис. 1. Расчётная схема процесса охлаждения: 
1 – заготовка; 2 – охлаждающая среда; 3 – форсунка 
спрейера; А, В, C – расчётные точки на границах и в се-
редине заготовки 

 

 
 

Рис. 2. Расчётная схема заготовки:  
1, 2, 3, 4 ... N-1, N – номера контрольных объёмов; w, e – 
границы 3-его контрольного объёма; ΔХ – шаг между 
центрами контрольных объёмов 

 

Математическая модель процесса охла-
ждения. Распределение температуры в теле опи-
сывается дифференциальным уравнением теп-
лопроводности Био-Фурье: 
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Здесь Qw – мощность внутренних источников 
тепловыделения;  теплофизические характери-
стики материала заготовки: c – теплоёмкость, ρ –
плотность, λ – теплопроводность. 

При решении уравнения (1) пренебрегает-
ся выделением и поглощением теплоты при фа-
зовых переходах в материале (отсутствуют 
внутренние источники тепловыделения), рас-
сматривается одномерная задача теплопровод-
ности. С учётом допущений уравнение (1) при-
мет вид: 
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Начальное условие: T(x,t)=T0 при t=0. Граничные 
условия для обратной задачи теплопроводности: 
T(x,t)=T0(t), при x=0 и x=δ. Для прямой задачи 

теплопроводности:  
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 при x=δ TA и TB – темпе-

ратуры на поверхности в точках А и В. В даль-
нейшем TA и TB и будут записываться как T. 

Коэффициент теплоотдачи αΣ рассчитыва-

ется как сумма:  
  – конвективного 

коэффициента α и коэффициента теплоотдачи 

излучением  , который, определяется так [2, c. 

194]: 
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где σ0 =5,67 10-8Вт/(м2 К4) – постоянная Стефана-
Больцмана; ε – степень черноты заготовки; Т и Т* 
- температура на грани заготовки и участка сре-
ды (в 0K). Подобная практика нахождения αΣ  
была применена при описании процесса охлаж-
дения горячего листа на отводящем рольганге 
стана [3, c.127]. 

В общем случае охлаждение заготовки 
может быть как односторонним, так и двухсто-
ронним. Это связано с режимами охлаждения и 
возможностями оборудования. При односторон-
нем охлаждении, одна поверхность охлаждается 
потоком охлаждающей среды в условиях выну-
жденной конвекции, а другая, потоками воздуха 
в условиях свободной конвекции. Средний ко-
эффициент теплоотдачи при свободной конвек-
ции определится как [4, с.199]: 
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где C и n – коэффициенты (С=1,18, n=0,125, при 
10-3≤Gr Pr<5 102; C=0,54,n=0,25 при 5 102≤Gr 
Pr<2 107;  C=0,135, n=0,33 при 2 107≤GR Pr<1 
1013); λV – коэффициент теплопроводности воз-
духа; l – ширина заготовки; Pr – число Прандтля 
для воздуха; Gr=(gl3 β ∆T)/v2 – критерий Граст-
гофа; v – кинематическая вязкость воздуха; β – 
коэффициент температурного расширения воз-
духа. Физические константы определяются при 
средней температуре Tср=0,5(Т + Т*). 

Решение дифференциального уравне-
ния теплопроводности. Решение дифференци-
ального уравнения (2) сводится к решению сис-
темы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) согласно [5, c. 48]: 
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∆t – шаг по времени; i – индексы узлов сетки по 
оси X (рис. 2), n – момент времени, f – весовой 
коэффициент. 

Дискретный аналог (5) приводится к явной 
(f=0), неявной (f=1) схемам и схеме Кранка-
Николсон (f=0,5). При использовании явной 
схемы дифференциального уравнения теплопро-
водности необходимо выполнение условия (6), а 
при использовании схемы Кранка-Николсон – 
условия (7). 
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Верификация математической модели 
процесса охлаждения. В работе [6, с.52-54] 
представлены результаты эксперимента охлаж-
дения заготовки из стали 40Х толщиной 20 мм. 
В качестве охлаждающей среды использовалась 
водовоздушная смесь, истекающая из форсунки 
спрейера (рис. 1) с температурой 200С. Началь-
ная температура заготовки 8600С. На рис. 3 
представлена экспериментальная зависимость 
температуры на поверхности заготовки T0(t) от 
времени и её аппроксимация. 

На рис.4 приведён средний коэффициент 
теплоотдачи   процесса охлаждения заготовки 
водовоздушной смесью, рассчитанный из экспе-
риментальных данных. Данные получены из [6] 
с погрешностями построения ±60C для T0(t) и 
±140 Вт/(м2 0С) для  . 
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Рис. 3. Экспериментальная зависимость темпе-
ратуры на поверхности T0(t) заготовки от време-

ни [6] и её аппроксимация 
 

 
 

Рис. 4. Экспериментальный средний коэффици-
ент теплоотдачи   процесса охлаждения  

заготовки водовоздушной смесью [6]  
 

Экспериментальные данные температуры 
поверхности заготовки на четырёх участках ап-
проксимированы полиномами (8). Среднеквад-
ратические отклонения при аппроксимации тем-
пературы для четырёх участков составили 5, 7, 
11 и 30С соответственно. 
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Используя данные эксперимента (рис.3), 
решена обратная задача теплопроводности по 
явной, неявной схемам и схеме Кранка-
Николсон при граничных условиях первого рода 
с постоянным шагом по координате ∆Х=2 10-5 м 
и времени ∆t=1,25 10-5 с, конечное время расчёта 
t=12,5 с. Теплофизические свойства стали 40Х, 
как и в [6], приняты постоянными для средней 
температуры поверхности 4800C согласно [7]. На 
рис. 5 представлены расхождения (∆α) коэффи-
циентов теплоотдачи αP, полученных при реше-
нии обратной задачи теплопроводности по неяв-
ной (2), явной (3) схемам и схеме Кранка-
Николсон (5), а также коэффициента теплоотдачи 

(1), полученного в [6], относительно среднего 
коэффициента теплоотдачи   (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 5. Расхождения расчетных коэффициентов 
теплоотдачи αP относительно среднего  

коэффициента  : 

1 – для коэффициента теплоотдачи, полученного в [6]; 2, 
3, 5 – для неявной и явной схем, и схемы Кранка-
Николсон с шагом по координате ∆X=2 10

-5 
м и времени 

∆t=1,25 10
-5

с; 4 – для неявной схемы с шагом по коорди-
нате∆X=2 10

-5 
м и времени ∆t=0,01 с 

 

Максимальные расхождения ∆α (рис. 5, 
поз. 2-5) порядка -60%. Это объясняется по-
грешностями построения и погрешностями в 
аппроксимации температуры и коэффициента 
теплоотдачи, а также приближёнными значе-
ниями экспериментального среднего коэффици-
ента  . Расхождение коэффициента теплоотда-
чи, полученного в [6] с значением   составляет 
-24%. На основании рассчитанных коэффициен-
тов теплоотдачи αP решена прямая задача тепло-
проводности. На рис. 6 представлены расхожде-
ния полученных, при решении прямой задачи 
теплопроводности, значений температур ∆T на 
поверхности заготовки для трёх схем относи-
тельно значений аппроксимации эксперимен-
тально-определённой температуры T0(t). 

 

 
 

Рис. 6. Расхождения значений температур на 
поверхности заготовки, полученных при реше-

нии прямой задачи теплопроводности  
относительно T0(t): 

1, 2, 3 – для неявной и явной схем, и схемы Кранка-
Николсон с шагом по координате ∆X=2 10

-5 
м и времени 

∆t=1,25 10
-5

с; 4 – для неявной схемы с шагом по коорди-
нате∆X=2 10

-5 
 м и времени ∆t=0,01 с 
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Видно, что наиболее точное решение (рис. 
6) получено по неявному методу (1). Решения 
прямой и обратной задач теплопроводности по 
явной схеме и схеме Кранка-Николсон отлича-
ются от решений по неявной схеме по точности 
на -0,05% и -0,04% – для прямой задачи, на 0,4% 
и 2,9% – для обратной задачи; и по времени рас-
чёта на 50% и -0,1% для обеих задач. При ис-
пользовании неявной схемы нет необходимости 
в соблюдении условий (6) и (7), а значит воз-
можно увеличить шаг по времени до ∆t=0,01 с, 
тогда время и точность расчёта уменьшается на 
99,9% и 0,08% для прямой, и на 99,7% и 1,6% 
для обратной задач. Решение поставленной зада-
чи при использовании полностью неявной схе-
мы, является наиболее предпочтительным, как 
по точности, так и по времени решения.  

Определение температуры заготовки 
при одностороннем охлаждении. Рассмотрим 
охлаждение заготовки толщиной 20 мм и шири-
ной 1 м из стали 40Х с начальной температурой 
8600C. Охлаждающая среда имеет постоянную 
температуру 200C. Вариант 1: двустороннее ох-
лаждение – обе поверхности охлаждаются пото-
ком охлаждающей среды в условиях вынужден-
ной конвекции. Вариант 2: одностороннее охла-
ждение – одна из поверхностей охлаждается по-
током охлаждающей среды в условиях вынуж-
денной конвекции, а другая потоками воздуха с 
температурой 240С в условиях свободной кон-
векции. Прямая задача теплопроводности реша-
ется по неявной схеме. Расчётное время t=12,5 c, 
шаг по времени ∆t=0,01 c, шаг по координате 
∆X=2 10-5м. Физические константы и теплофи-
зические свойства воздуха приняты согласно [2, 
с. 319]. Теплофизические свойства стали приня-
ты постоянными для средней температуры по-
верхности 4800С согласно [7]. Степень черноты 
заготовки принимается равной ε=0,8 согласно [2, 
c. 330]. Для варианта 1 в качестве граничных ус-
ловий используется средний коэффициент теп-
лоотдачи αР, определённый при решении обрат-
ной задачи по неявной схеме (∆X=2 10-5 м, 
∆t=0,01 с). Для варианта 2 на одной поверхности 
принимается αР, а на другой αΣ, который учиты-
вает коэффициент теплоотдачи излучением (3) и 
коэффициент теплоотдачи при свободной кон-
векции (4). На рис. 7 представлено изменение 
температуры на поверхностях и в центре заго-
товки при одностороннем и двустороннем охла-
ждении. 

Видно, что при одностороннем охлажде-
нии (вариант 2) температура в центре ТцС2 ме-
таллической заготовки в 1,7 раза больше, чем 
при двустороннем охлаждении (вариант 1); а 
температура на поверхности, охлаждающейся в 
условиях свободной конвекции больше в 6 раз. 

 
 

Рис. 7. Изменение температуры на поверхностях 
и в центре заготовки при одностороннем и  

двустороннем охлаждении: 
ТповА1, ТповВ1, ТцС1 – температуры на поверхностях А и В 
(рис. 1) и в центре заготовки при двухстороннем охлаж-
дении (вариант 1); ТповА2, ТповВ2, ТцС2 – температуры на 
поверхностях А и В и в центре заготовки при односто-
роннем охлаждении (вариант 2)  

 

Это связано с тем, что коэффициент теп-
лоотдачи при свободной конвекции мал 

 СмВт3,8 2 св  по сравнению с коэффициен-

том αР при вынужденной конвекции (рис. 4, 5). В 
дальнейшем планируется совершенствование 
математической модели, а именно: учёт изме-
няющихся теплофизических свойств заготовки 
под влиянием температуры и фазовых переходов 
в материале. 

Выводы: приведена математическая мо-
дель процесса охлаждения стальных заготовок. 
Отличия при сопоставлении расчётных значений 
с экспериментальными составили 0,08% для 
температур Т и от 20 до 60% для коэффициентов 
теплоотдачи α. Показано, что решение задачи 
охлаждения заготовки при использовании пол-
ностью неявной схемы по сравнению с явной 
схемой и схемой Кранка-Николсон является 
наиболее предпочтительным, как по точности, 
так и по времени. Определены изменения темпе-
ратуры заготовки из стали 40Х, как при одно-
стороннем, так и при двухстороннем охлажде-
нии, по значениям которых возможна оценка 
фазовых переходов в материале.  
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The mathematical model of steel blanks cooling process is given in work. A basis of mathematical model 

is the heat conductivity equation of Biot-Fourier in one-dimensional statement which is solved by a pro-

race method under boundary conditions of the first and third kind. Direct and inverse problems of heat 

conductivity are solved. It is shown that the solution of blank cooling problem  when using completely 

implicit scheme, in comparison with the obvious scheme and the scheme Crank-Nicholson, is the most 

preferable, both on accuracy, and on time. The mathematical model is verified by comparison of calculat-

ed values of temperatures and heat transfer coefficients with the experimental. On the example of blank 

from steel 40H at one and two cooling surfaces of temperatures on which the assessment of phase transi-

tions in material is possible are defined. 

Key words: mathematical model, cooling, metal blank, heat transfer  
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