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ВВЕДЕНИЕ

Задачи по реализации управляемых про�
странственных движений механической системы
имеют важное прикладное значение и широко
рассматриваются авторами во многих работах,
например [1–4]. В данной работе ставится и ре�
шается задача об управлении произвольно задан�
ными неавтономными движениями маятника на
вращающемся основании. Изучение движений
маятников и маятниковых систем обнаруживает
много качественных свойств динамики нелиней�
ной системы и вызывает как самостоятельный
интерес у современных исследователей, так и в
прикладных задачах, когда плоские движения
исследуемых систем и объектов при различных
упрощениях моделируют математическим маят�
ником. Так, например, в работе [5]  изучены би�
фуркации равновесий и исследованы резонансы
в задаче о колебаниях маятника переменной дли�
ны на вибрирующем основании при больших ча�
стотах вибраций и малых амплитудах колебаний
длины маятника и точки его подвеса. В [6] при
помощи КАМ�теории проанализированы услов�
но�периодические движения системы в  задаче о
движении двух одинаковых маятников, связан�
ных линейной упругой пружиной, в окрестности
их устойчивого вертикального положения рав�
новесия. В работе [7] рассмотрена задача об уп�
равлении движением маятника переменной дли�
ны, являющегося двухмассовой моделью качелей,
и ее авторами исследованы вопросы устойчивос�
ти, неустойчивости и стабилизации верхнего и
нижнего положений. В [8] с помощью закона уп�
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равления подвижной массой по принципу каче�
лей, решены задачи о диаметральной переориен�
тации и гравитационной стабилизации плоских
движений спутника на круговой орбите.

В данной работе исследуется динамика неав�
тономных управляемых движений маятника на
вращающемся основании. Похожая модель иссле�
довалась в работе [9], в которой были выделены
и изучены свойства управляемости только ста�
ционарных движений. Авторами этой работы
построено многообразие программных и стаби�
лизирующих управлений, реализующих асимп�
тотически устойчивые произвольно заданные
неавтономные движения маятника. Исследова�
ние программного движения сводится к анализу
нулевого решения неавтономной системы урав�
нений возмущенного движения и проводится на
основе прямого метода Ляпунова [1]. Использо�
вание метода предельных систем [10] позволяет
при построении функций Ляпунова со знакопос�
тоянными производными получить искомое уп�
равление в замкнутой аналитической форме в
классе непрерывных функций.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрим движение механической системы
с двумя степенями свободы. Эта система представ�
ляет собой плоский маятник, совершающий ко�
лебания во вращающейся плоскости. Маятник
состоит из невесомого стержня переменной дли�
ны ( )l l t , на конце которого находится масса
m . Точка подвеса 1O  находится на расстоянии
a const  от оси вращения. Oxyz – подвижная
система координат, ось Oz  неподвижна, ось Oy
неизменно связана с маятником (рис. 1). Движе�
ние описывается двумя переменными: углом 
вращения вокруг вертикальной оси, углом   от�
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клонения от вертикали. Переменная длина ма�
ятника ( )l l t  является параметром – заданной
функцией времени. Выберем вектор обобщенных
координат ( , ) .Tq  

Поставим задачу о реализации управляющи�
ми силами произвольно заданных (программ�
ных) движений маятника и о стабилизации этих
движений.

Программным (желаемым) движением меха�
нической системы назовем ограниченную, дваж�
ды кусочно�непрерывно дифференцируемую век�
тор�функцию * *( ) ( ( ), ( )) ,Tr t t t   описываю�
щую некоторое заданное движение механической
системы.

Уравнения движения маятника составим в
форме уравнений Лагранжа второго рода. Запи�
шем кинетическую T  энергию рассматриваемой
системы:

 
2 2 2 2 2( ( sin ) ).

2
m

T l a l l       

Она представима в виде 2 0T T T  . Квадра�
тичная по скоростям форма 2T  определяется сим�
метричной положительно определенной ограни�
ченной матрицей  ijA a  с элементами

11

2 2
22 12 21, , 0.( sin ) a ml a aa m a l     

Потенциальная энергия системы:

 cos .П mgl  
Тогда уравнения Лагранжа

 ( )d T T
Q

dt q q

  
 

можно переписать в виде

e u

A
Aq M q Q Q

t

   


  ,

где через ( , )M M q q   обозначен вектор�стол�
бец с компонентами

  1 , 1,2
2

T Ti
i

i

A A
M q q q q i

q q

   
 

    ,

вычисляемыми по формуле

 
2 2

, 1 , 1

1 , 1,2
2

ij kj

i k j k j
j k j kk i

a a
M q q q q i

x x 

 
  

      .

(1)
В скалярном виде уравнения движения сис�

темы принимают вид

2

2 2

m( sin ) 2 ( sin )(sin cos ) 0,

2 cos ( sin ) sin .

a l m a l l l

ml mll ml a l mgl

    
    

       


    

  

  
 (2)

Вектор обобщенных сил

  ,
T

e uQ Q Q Q Q  
представляет собой сумму внешних сил eQ , дей�
ствующих на механическую систему, и управля�
ющих воздействий uQ , определяемых в дальней�
шем. Предполагаем, что движение происходит
только под действием внешней силы тяжести.

В общем случае функция ( ),r t  описывающая
программное движение тела, может не являться
решением системы (2). Поэтому реализацию
программных движений будем рассматривать
как задачу о двухуровневом управлении, разде�
лив управляющие воздействия на две группы:

 u pr stQ Q Q  ,

где prQ  – силы, реализующие программное дви�
жение, stQ  – силы, стабилизирующие его.

2. ПРОГРАММНОЕ УПРАВЛЕНИЕ
И УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ В ОТКЛОНЕНИЯХ

Пусть необходимо, чтобы система совершала
некоторое программное движение r( t ), r( t ) .
Прямой подстановкой функции ( )r t  в систему
(2) определим управляющие программные силы,
реализующие это движение:

( )( ) ( , ) ( , , )pr e

A r
Q A r r M r r r Q t r r

t

   


   , (3)

где координаты вектора ( , )M M r r   вычисля�
ются по формулам, получающимся из формул (1)
заменой q  и q  на r  и r  соответственно.

Или явно

* * * * * * 2 *

* 2 * * * * 2 *

2 ( sin )( sin cos ) ( sin ) ,

2 cos ( sin )( ) sin .

pr

pr

Q m a l l l m a l

Q mll ml ml a l mgl


    

    


       


     

   

  

Сведем решение задачи о стабилизации про�
граммных движений к задаче о стабилизации ре�
шения неавтономной лагранжевой системы. Это
позволит, как и в [3], применить к задаче о стаби�
лизации программных движений методы и ре�

Рис. 1. Схема маятника
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зультаты [10], разработанные для исследования
устойчивости и стабилизации нулевого положе�
ния равновесия неавтономных систем.

Введем новые обобщенные координаты (от�
клонения) по правилу ( )x q r t  :

 

*
1

*
2

*
2

,

,

.

x

x

x

 
 

   


 
  

  

  

 В силу линейности замены и линейности опе�
ратора дифференцирования структура уравне�
ний Лагранжа при переходе к уравнениям в от�
клонениях не изменится. Кинетическая энергия
системы примет вид

2 * 2 * 2 * 2 2
2 2 1

2 * 2 2 2 * * 2 * 2
2 2 2

* 2 * * 2 2 2
2 1 2 1

2 2 * 2 2
2 2 1

( ( ) ( sin( )) )
2

[ ( ) ( ) 2 ( sin( )) )
2
( sin( )) ( sin( )) ( ]

1[ ( ) ( sin( )) ( ]
2
[

m
T l x a l x x l

m
l l x l x a l x

a l x x a l x x l

ml x m a l x x

ml

 

  

 



         

       

         

     



  

   

  

 

* * 2 *
2 2 1

2 * 2 * 2 * 2 2
2

( sin( )) ]

[ ( ) ( sin( )) ) ].
2

x m a l x x

m
l a l x l

 

 

    

     

  

 

Вычислив производные

T T T T

d T A A A A A A
Ax r x x Ar r x r

dt x t x x t x x

                            
       


,

 
1 1
2 2

T T TT A A A
x x r x r r

x x x x

     
   

      ,

запишем уравнения движения в отклонениях:

' '' e u

A A
Ax M M Ar M x r Q Q

t t

        
 

    , (4)

где ( , , )e eQ Q t r x r x    , ( , )M M x x   обозна�
чает вектор�столбец, компоненты которого iM
определены равенствами

 
2 2

, 1 , 1

1 , 1, 2
2

ij kj
i k j k j

j k j kk i

a a
M x x x x i

x x 

 
  

      ,

'M  – вектор�столбец с компонентами

 
2 2 2

, 1 , 1 , 1

, 1,2ij kj ij

i k j k j k j
j k j k j kk i k

a a a
M x r x r r x i

x x x  

  
    

          ,

''M  – вектор�столбец с компонентами

 
2 2

, 1 , 1

1 , 1, 2
2

ij kj
i k j k j

j k j kk i

a a
M r r r r i

x x 

 
  

      .

Подставляя в уравнения движения (2) введен�
ные отклонения и добавляя программные и ста�
билизирующие силы, получим уравнения возму�
щенного движения управляемой системы:

 
 

        

     
   

1
1

* *1
22*

2

* * * *
2 2 2 1

2
2

* * * *2
2 2 22

2* *
1 2

,

1
2 sin

sin

sin cos ,

,

1 2 cos sin

sin

pr st

dx
x

dt
dx

m a l x
dt m a l x

x l l x x x Q Q

dx
x

dt
dx

mll x ml x a l x
dt ml

x mgl x




  

   



 



          

          



          

     






   



   

  .pr stQ Q
 
















 


(5)

3. ПОСТРОЕНИЕ
СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ

Пусть C  – неисчезающая ограниченная диа�
гональная матрица, удовлетворяющая условиям:

0 1c E C const c E   , 0 1(0 )c c const   ,  (6)

где E  – единичная матрица.
Рассмотрим положительно определенную,

допускающую бесконечно малый высший предел
функцию Ляпунова

1 1( , , )
2 2

T TV t x x x Cx x Ax    .             (7)

Или

   2 2 2 2 2
1 2 11 1 22

2*
2 22 in ,sV m x mla l x x c x c x       

где 11 220, 0c const c const     – элементы
матицы C , и 12 21 0c c  .

Тогда ее полная производная по времени бу�
дет иметь вид

 1
2

T T

T T T

T T

dV V V V
x x

dt t x x

A A A
x Cx x Ax x r x x

t x x

                
           

 


      

и в силу системы (4) получим

' ''

1 1
2 2

T
e u

T T T

T T

dV A A
x M M Ar M x r Q Q

dt t t

A A
x Cx x r x x x x

x x

              
             

   

      
.

В явном виде:
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   
    

   
   

 

2 * *
1 2 2

* * *
2 2

2
2 1 1 11 2 2 22

* * *
1 2 2

* * * *
2 2

* * * * *

sin sin

2 cos sin

2 sin sin

2 cos sin

2 sin cos

dV
x ml x a l x
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ml x a l x
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m l l a l

 
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*
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


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         

      


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Пусть существует положительно определен�
ная матрица D , такая, что выполняется условие

02 A
D E

t


 


, 0(0 )const  .      (8)

Выберем стабилизирующее управление в
виде

'st pr e

A
Q Cx Dx M r Ar M Q Q

t

        


   .(9)

Или в скалярном виде
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* * *
11 1 11 1

* * * * *
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* * * *

*2 * * *
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*2 * *
22 2 22 2
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 
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       

        

    

         

     

 







 *sin ,mgl 










 

где условия (8) на элементы

11 220, 0d const d const     матрицы D
( 12 21 0d d  ) будут определены позже.

При управлении (9) полная производная от
функции (7) по времени в силу системы (4) име�
ет вид

1 1
2 2

T TdV A
x D x x N

dt t

      
   ,      (10)

символом N обозначен n�вектор�столбец с ком�
понентами

 
, 1 , 1

n n
kj ij

i k j k j
j k j ki k

a a
N x x x x

x x 

 
 

      .

Последнее слагаемое в (10) является функци�
ей третьего порядка малости относительно ско�

ростей x . При управлении (9) и малых скорос�
тях (т.е. в окрестности тривиального решения

0x x  ) производная (10), согласно условию
(8), будет иметь оценку

 
201 0

2 2
TdV A
x D x x

dt t

        
  

при выполнении условий

      * * * *
11 2 2 2

22

sin sin 2 cos ,

.

d m a l x l x l x

d mll

             
 

 



Тем самым будет отрицательно определен�
ной по скоростям функцией. Вектор�функции M
и 'M  удовлетворяют условию Липшица равно�
мерно по x  относительно t , и предельная систе�
ма к системе (5) в смысле [10] существует, имеет
аналогичный (5) вид. Множество  0x   не со�
держит решений предельной системы, кроме

0x x  . Поэтому на основе теоремы из [10] об
асимптотической устойчивости нулевого реше�
ния неавтономной системы можно сделать вывод,
что управление (9) при выполнении условий (8)
решает задачу стабилизации программного дви�
жения 0x x   системы (4). При этом устойчи�
вость равномерная асимптотическая.

4. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ
УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ

Для иллюстрации полученных результатов
численно проинтегрируем и представим графи�
ки величин 1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )x t x t x t x t   для иссле�
дуемой системы – маятника на вращающемся
основании. Зададим параметры системы:

1 ,m кг  0,5 ,a м  0 1 ,l м
11 22 1 ,c c Н м  
1 1 ,d Дж с  2 1 .d Дж с 

В качестве программного движения зададим
равномерное вращение маятника вокруг верти�
кальной оси с периодически изменяющимся уг�
лом наклона и изменяющейся по периодическо�
му закону длиной стержня:

 
 

 0

*( ) 3 ,

*( ) sin 0,2 ,
2 3

( ) 0,5sin 0,1 .

t t

t t

l t l t


 

 
  

  

На рис. 2�3 изображены зависимости откло�
нений 1 2( ), ( )x t x t  от времени при следующих
начальных условиях: 1 2(0) 0.3, (0) 0.3,x x 

1 2(0) 0.3, (0) 0.3.x x    На рисунках 4�5 изоб�
ражены зависимости величин 1 2( ), ( )x t x t   от
времени при тех же начальных условиях.
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Физика и электроника

Поведение решений иллюстрирует асимпто�
тическую устойчивость реализованного про�
граммного нестационарного движения.

В работе синтезированы произвольные
асимптотически устойчивые программные дви�
жения маятника переменной длины на враща�
ющемся основании с помощью активного дву�
хуровневого управления. Управление получе�

но в виде точного аналитического решения в
классе непрерывных функций. Задача решена
на основе прямого метода Ляпунова и метода
предельных систем, позволяющего использо�
вать функции Ляпунова со знакопостоянными
производными.

Результаты работы развивают соответству�
ющие результаты из [3, 4, 9].

Рис. 2. График поведения отклонения 1( )x t

Рис. 3. График поведения отклонения 2 ( )x t

Рис. 4. График поведения скорости отклонения 1( )x t
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