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Допустимый баланс между воспроизводством и смертностью от разных факторов может резко нарушать-
ся из-за непостоянства репродуктивного потенциала, что показал ретроспективный анализ сведений о не-
ресте осетра в Волге. Статья рассматривает моделирование популяционного процесса при существовании 
различных уровней эффективности воспроизводства. Предложена система ОДУ, формализующая влияние 
скорости роста на смертность в ювенальный период развития и учитывающая возможность потерь неоп-
лодотворенной икры. В вычислительной среде получена дискретно-непрерывная динамическая система, 
позволяющая оценивать последствия резкого уменьшения эффективности воспроизводства, что сказыва-
ется в наличии минимально допустимой для выживания вида Acipenser gueldenstaedtii численности нерес-
товой части популяции. 
Ключевые слова: пороговые эффекты в динамике популяций, деградация волжских осетровых, дискрет-
но-непрерывные динамические системы 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 Методы математического моделирования по-

пуляционных процессов развиваются с 20-х годов 
прошлого века и при существенном интересе ис-
следователей к данной области накоплен набор 
общедоступных подходов. Можно выделить в 
классификации большие группы «вольтерров-
ских» моделей, формализующих взаимодействие 
конкурирующих популяций на основе систем 
ОДУ, методы трофо-динамического подхода 
предназначены для описания переноса энергии по 
пищевым цепям. В ихтиологии и энтомологии 
развивались модели, ориентированные на опреде-
лении механизмов саморегуляции численности 
при ограничивающем влиянии выделенных фак-
торов среды. При наличии арсенала моделей 
практическая организация рационально использо-
вания биоресурсов на основе прогностической 
математического аппарата оценивается как слож-
ная. Поставивший под угрозу исчезновения пере-
лов осетровых рыб Каспийского моря можно объ-
яснить ошибками и развалом системы регулиро-
вания эксплуатации, но коллапс рыбных запасов 
отмечался в странах экологически ответвленным 
обществом и действующей научно-обоснованной 
системой регулирования промысла, как в Норве-
гии [1]. Вынужденными решениями об остановке 
уже и так оскудевшего промысла удается лишь 
более или менее своевременно предотвращать 
дальнейшие необратимые последствия деграда-
ции биоресурсов.  

К причинам отсутствия универсальной отра-
ботанной методики можно отнести то, что по-
строение математического аппарата моделей из-
начально было слабо связано с данными наблю-
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дений. Теоретическая экология формулируется на 
уровне качественных принципов, а не строгих 
законов. Заимствованные из механики методы 
описания процессов в отсутствии строго форма-
лизованных законов оказались не столь эффек-
тивны в новой области применения. Начиная с 
уравнения П. Ферхюльста предполагалось, что 
популяция характеризуется некоторым репродук-
тивным потенциалом, r-параметром, что вырази-
лось в том числе в представлении о K- и r-
стратегиях выживания видов. Однако, наблюде-
ния свидетельствуют, что r-параметр постоянен 
только в некоторых усредненных условиях [2].  

В статье на основе анализа наблюдаемых эф-
фектов предлагается модель формирования поко-
лений, описывающая скорость убыли численно-
сти в раннем онтогенезе рыб. Рассматриваются 
свойства новой дискретно-непрерывно мульти-
стабильной динамической системы. Кратко обсу-
ждается сложность интерпретации динамики 
применяемых в промысловых расчетах функцио-
нальных итераций с появлением хаотического 
режима. 

Динамическая сложность популяционных 
моделей.  

Службами учета Канады неоднократно отме-
чался нестабильный характер воспроизводства об-
лавливаемых популяций лососевых рыб, мигри-
рующих для размножения в реки. Фиксировалось 
отсутствие пропорциональной зависимости 
R kS»  между нерестовым запасом и сезонным 
пополнением. Возникла теория о роли различных 
факторов смертности в зависимости от плотности 
рыб на нерестилищах [3]. Личиночные стадии 
крупных осетровых и лососевых протекают при 
высокой плотности, даже если взрослых рыб не 
так много. Канадский биолог У.Е. Рикер, рас-
сматривая причины уменьшения пополнения при 
возрастании нерестового стада, предложил теоре-
тическую концепцию о существовании зависимо-
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сти запаса и пополнения, и роли её свойств при 
долговременной эксплуатации [4]. Рикер предло-
жил простую, как казалось, формулу расчета ве-
личины пополнения ( ) :R f S=  

( ) exp( ),f S aS bS= -  (1) 
где S – от английского «stock» величина нересто-
вого запаса, b – коэффициент, отражающий вели-
чину, обратную количеству производителей, при 
котором число выжившей молоди максимально, 
имеет смысл 1b = ; a – параметр характеристика 
репродуктивного потенциала. График зависимо-
сти пополнения от численности производителей 
называется кривой пополнения. (1) задает купо-
лообразную кривую с асимптотой 
lim ( ) 0S f S®¥ =  и единственным нетривиальным 
пересечением с биссектрисой координатного угла 
R=S. 

Очевидно, что при применении модели (1) 
возникает ряд сложностей. При увеличении коли-
чества отложенной икры выживаемость молоди 
должно уменьшаться до неразличимых значений, 
что противоречит наблюдениям над аквариумны-
ми популяциями. Пополнение уменьшается до 
некоторого 0 .Q const> =  (1) при моделирова-
нии на ЭВМ сообщества гидробионтов часто ис-
пользовалась как кусочно-гладкая, до некоторого 
критического количества Sс, при сS S>  количе-
ство молоди предикативно устанавливалось 

.Q const=  
При низких численностях производителей (1) 

предсказывает увеличение скорости воспроизвод-
ства. При стремящемся к нулю количестве отло-
женной икры, эффективность пополнения стре-
мится к предельному значению: 

0
exp( )(1 ), lim exp( )(1 ) .

S

dR a bS bS a bS bS a
dS ®

= - - - - =  (1а) 

Подобное свойство сделало сомнительным ис-
пользование (1) для моделирования деградиро-
вавших из-за нерационального промысла популя-
ций рыб, в частности интересующей нас динами-
ки численности волжских осетровых. Более того, 
(1а) не соответствует концепции экологии, из-
вестному как принцип Олли (W. Allee) [1].  

Модель (1) обладает интересными свойствами, 
о которых не имел представления ее разработчик 
и потому не предложил для них адекватной био-
логической интерпретации. 

Представим процесс изменения состояния по-
пуляции, определяемый зависимостью запас-
пополнение в виде динамической системы, мате-
матического объекта, для которого можно указать 
набор величин: динамических переменных, ха-
рактеризующих состояние системы. Значения 
таких переменных в последующий момент време-
ни рассчитываются из текущих значений по зако-
ну, называемому оператором эволюции. Динами-
ческая система представляется тройкой 

, ,M T y , состоящей из фазового пространства 
M, времени T, оператора эволюции ψ. Для 

 и ,x M t s T" Î " Î выполняется условие: 
( ( , ), ) ( , ).x t s x s ty y = y +   

Множество ( ){ ( )}t
t Tx Îy  - фазовая траектория 

точки x. Графически эволюция диссипативной 
динамической системы во времени представляет-
ся движением точек в фазовом пространстве к 
аттрактору, подмножеству фазового пространства 
A MÍ инвариантное относительно эволюции: 

( ) ( )t A Ay =  для всех t TÎ  и такое, что сущест-
вует окрестность U множества A, в которой для 
всех y UÎ  выполняется ( )lim ( ) .t

t
y A

®¥
y =  Регу-

лярными аттракторами для отображения интерва-
ла :y ®I I считаются состояние равновесия с 

неподвижной точкой x*: ( ) *lim ( )t

t
y x

®¥
y = и устой-

чивый цикл, соответствующий режиму периоди-
ческих автоколебаний. 

Стремящиеся к одному аттрактору множество 
точек есть его область притяжения, которая мо-
жет быть непрерывным подинтвалом W Ì I , так 
и образовывать фрактальное множество [5]. Рас-
смотрим динамическую систему как полугруппу 
итераций )

0
({ } ,j

j³y  и пусть 1 2, , ,oR R R ¼  после-
довательность точек эволюции системы, опреде-
лённых условием 1 ( )j jR R+ = y  при всех 0.j ³  
Качественное поведение зависит от параметра a, 
он является управляющим. До определённого 
значения a, не превышающего бифуркационное, 
система стремится к точечному аттракто-
ру * lnR a b= . Первый метаморфоз поведения 
системы происходит, когда производная, вычис-
ленная в неподвижной точке, перестаёт удовле-
творять критерию устойчивости *'( ) 1.Ry <  Для 
(1) это происходит при выполнении условия 

2 :a > e   

ln ln
*

ln

'( ) ,

ln (1 ln )'( ) 1 ln .

bR bR

a ab b
b b

a

R a bRa

a a aR a b a a
b

- -

- -

y = -

-
y = - = = -

e e

e e
e

 

21 ln 1, .a a- = - = e  
Параметр b не влияет на топологические ха-

рактеристики фазового портрета. Динамическая 
система стремится в устойчивое циклическое со-
стояние с периодом 2: глобальный аттрактор, со-
стоящий из двух периодических точек. Факт, что 

1
nbx

n nx ax -
+ = e  имеет в большом диапазоне пара-

метра цикл, говорит о том, что не стоит от по-
строенного по эмпирическим данным графика 
ожидать характерной куполообразной кривой.  

Далее увеличивая a, будем наблюдать рост 
амплитуды колебаний, и по достижению порого-



                                                           Водные экосистемы                                                 . 

 550 

вого значения a>12.51, произойдёт бифуркация 
удвоения периода и установится цикл 4.p =  При 
дальнейшем увеличении a все быстрее реализует-
ся каскад бифуркаций удвоения периода. Около 
a>14,8 невозможно выделить устойчивых точек 
или замкнутого цикла. Происходит детерминиро-
ванный хаос, напоминающий стохастический 
процесс очень чувствительный к начальным ус-
ловиям. Траектория притягивается к подмножест-
ву фазового пространства, получившему из-за 
своих фрактальных свойств название «странный 
аттрактор». Важно знать, что сценарием хаотиза-
ции через бесконечный каскад удвоений, иссле-
дованым на примере 1 (1– )n n nx x x+ = h  
 М. Фэйгенбаумом в [6], спектр нелинейных эф-
фектов не ограничивается. В ограниченных диа-
пазонах при a>14,8 наблюдаются «окна перио-
дичности» устойчивых циклов 2 ,ip ¹ далее 
вновь испытывающих удвоения. 

В 1
nbx

n nx ax -
+ = e  наблюдаем последователь-

ность касательных бифуркаций с появлением ус-
тойчивых циклов периодов 2ip ¹ .  Ли и Йорк в 
1975 г. показали, что если одномерное отображе-
ние 1 ( )j jR R+ = y  при некотором значении пара-

метра a a= )  имеет цикл периода 3,p =  то оно 
при a)  имеет и бесконечное множество циклов 
всех других периодов. Ранее А. Шарковский в [7] 
доказал, если одномерное отображение :f ®I I  
имеет цикл ,p n=  то оно также имеет циклы со 

всевозможными периодами in%, предшествующи-
ми числу n, среди целых чисел, выписанных в 
порядке Шарковского, который завершает число 
три. 

 
Рис. 1. Перемежаемость с циклом 3p =  в 

1
nbx

n nx ax -
+ = e . 

 

Появлению окон предшествует явление «пе-
ремежаемости» (отмечен стрелкой на рис. 1). Пе-
ремежаемостью считается режим чередования во 
времени почти регулярных колебаний (ламинар-
ная фаза) с интервалами хаотического поведения 
(турбулентная фаза). Перед появлением цикличе-
ских точек ветви графика третьей итерации функ-
ции 3 ) (f x  образуют так называемые каналы, в 
строгой последовательности по которым траекто-
рия движется довольно долго, что соответствует 
ламинарной фазе перемежаемости. Выход точки 

траектории из канала определяет короткую тур-
булентную фазу – отчетливо видимый на графике 
«всплеск». Такое поведение может служить инди-
катором скорых резких изменений. 

Проблема интерпретации нелинейной ни-
намики.  

Появление хаоса интерпретировалось в биоло-
гическом контексте как последствие повышения 
репродуктивного потенциала популяции. В (1) 
это a, но для динамики подобных унимодальных 
отображений при [ ],a a)  мы увидим набор резких 
изменений поведения, для которых нам трудно 
найти рациональное толкование. При использова-
нии более сложных нелинейных дискретных мо-
делей практические выводы будут определяться 
свойствами критерия устойчивости аттрактора 
как функции нескольких переменных. Рассматри-
вая различные воздействия на популяцию, подчи-
няющуюся (1), мы получим, например, что искус-
ственное воспроизводство хаотизирует динамику, 
а промысел наоборот уменьшает амплитуду коле-
баний. Однако, выводы будут универсальны для 
целого семейства итераций функций, удовлетво-
ряющих критериям теоремы Д. Синджера, назы-
ваемых SU-отображения. 

Для построения куполообразных кривых за-
пас-пополнение были предложены довольно 
сложные преобразования исходных данных на-
блюдений. Возникает вопрос: имеют ли смысл 
методы построения кривой, если эмпирические 
данные о воспроизводстве не прошедшей все ста-
дии деградации популяций и для которых спра-
ведлива (1), будут представлены в виде сгущений 
точек на графике, а не ожидаемой куполообраз-
ной кривой с явным максимумом.  

Не для всех рыб актуальна теория пополнения, 
в гораздо большей степени ее методы обоснованы 
для анадромных видов, заходящих из морей для 
нереста на речном грунте.  

Эффект резкого сокращения эффективно-
сти воспроизводства.  

Изучение ретроспективных данных о популя-
циях анадромных рыб Нижней Волги позволило 
выявить нелинейные особенности в формирова-
нии пополнения. Общей задачей наших исследо-
ваний является анализ на основе вычислительных 
модельных сценариев антропогенно-
обусловленных процессов деградации биоресур-
сов экосистемы Волго-Каспия. К прогнозирова-
нию уловов осетровых методы динамической 
теории пополнения У. Рикера ранее не применя-
лись, основным фактором считался гидрологиче-
ский режим реки.  

Среди разнообразной опубликованной инфор-
мации интересны сведения о количестве молоди 
осетра, полученной от некоторой запаса, обрабо-
танные нами методом скользящей средней (рис. 
2). Количество пропущенных на нерест в Волгу 
производителей за период наблюдений изменя-
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лась существенно: от 2500 тыс. экз. в 1979-81 гг. 
до 25 тыс. в 2000-х гг. [8]. В настоящее время мы 
не имеем достоверной информации о нынешнем 
состоянии популяции Acipenser gueldenstaedtii и 
численности нерестовой части. С 2010 г. волж-
ские популяции осетровых внесены в «Красную 
книгу» и промысел запрещен. Имеющиеся сведе-
ния с 1968 г. об общей численности осетровых 
Каспия по данным тралового учета [9] многими 
специалистами оцениваются как сомнительные 
[10] и менее достоверные, чем информация о 
проходе производителей на нерестилища в створе 
реки.  

 
Рис. 2. Данные о воспроизводстве осетра 
Acipenser guldenstaedtii. 

 

Кривая воспроизводства осетра (на рис. 2 
среднее по трем ближайшим) характеризуется как 
изломанная куполообразная. Мы можем восста-
новить отчетливо гладкую кривую, а не сгущение 
точек.  Следовательно, популяционная динамика 
определялась промысловой смертностью более, 
чем зависимостью ( ).f S  Стрелкой отмечен мо-
мент: при пропуске менее 3350 10× шт. непропор-
ционально резко уменьшается количество скаты-
вающейся в море молоди. Выявлен статистически 
достоверный пороговый эффект скачкообразного 
перехода эффективности воспроизводства на не-
кий отличный от нуля минимальный уровень. 

Подобное явление оказалось характерно не 
только для единственной волжской популяции. 
Сам У. Рикер не рассматривал (1) как единствен-
но возможную нелинейную форму зависимости 
между запасом и пополнением, описав в работе 
[11] неожиданный для промысла эффект резкого 
падения воспроизводства, нарисовав для его объ-
яснения кривую воспроизводства как подобие 
ступенчатой функции. Рикер назвал эффект «лез-
вием ножа», т.к. даже небольшой перелов 5% мо-
жет подорвать запасы такой популяции и потому 
оптимальная стратегия промысла, изымающая 
весь излишний прирост нерестового стада, крайне 
опасна для практики в плане стабильной долго-
временной эксплуатации. 

Зоологами неоднократно подтверждалось для 
не заботящихся о потомстве видов, что существу-
ет оптимальный для воспроизводства диапазон 

численности репродуктивной части популяции. 
При уменьшении численности эффективность 
воспроизводства рыб должна снижаться, так как 
уменьшается вероятность встречи особей разного 
пола пригодных для размножения участках рек, 
но ожидаемое снижение может оказаться непред-
виденно резким. 

Модельное описание амплитуды изменения 
репродуктивного потенциала, с сохранением 
гладкого характера зависимости, целесообразно 
провести с применением современного подхода к 
вычислительному исследованию гибридных ди-
намических систем. 

Разработка новой репродуктивной модели.  
Наличие ограниченных пищевых ресурсов в 

неявном виде учитывалось известными моделями, 
но общим недостатком функциональных итера-
ций можно считать игнорирование резкого про-
явления декомпенсационного фактора смертности 
и стремительного изменения пищевых потребно-
стей по мере развития молоди. Декомпенсацион-
ные факторы – увеличивающие смертность при 
уменьшении плотности особей снижают эффек-
тивность нереста, уменьшая количество икры ре-
ально вступившей в репродуктивный процесс при 

*.S R=  Прямой учет такой зависимости стано-
вится очевидной необходимостью при моделиро-
вании динамики популяций подвергающихся пе-
релову. Задачей разработки новой модели запас-
пополнение стало создание гибкого математиче-
ского аппарата для согласования качественного 
характера поведения имитационной модели про-
мысловой популяции с ретроспективными дан-
ными о численности молоди волжских анадром-
ных рыб.  

Поведение модели зависит от математических 
особенностей выбранной функции воспроизвод-
ства, особенно вне диапазона оптимальной чис-
ленности нерестового стада. 

Формализуем увеличение пищевых потребно-
стей молоди исходя из факта, что скорость роста 
находится в обратной зависимости от численно-
сти поколения, но не в обратно пропорциональ-
ной. Это согласуется с данными наблюдений био-
логов в частности, с результатами экспериментов 
над ростом рыб при различной их плотности. Со-
гласно наблюдениям, при увеличении плотности 
возникает асимметричное распределение размер-
ной структуры популяции в сторону преоблада-
ния особей с меньшими размерами. Описывать 
убыль численности поколения ( )N t  на интервале 
модельного времени [0,T] будут следующие объ-
единённые в систему дифференциальные уравне-
ния (α, β, с – константы): 

0

( ( ) ( ) ( ) ) ( )

, (0) , (0) .
( )k

dN w t N t S N t
dt
dw g w w N S
dt N t

ì = - a + Q bïï
í
ï = = = l
ï + zî

 



                                                           Водные экосистемы                                                 . 

 552 

где: S – величина нерестового запаса; w(t) – отра-
жает уровень размерного развития поколения, 
влияющий на увеличение пищевых потребностей; 
g – параметр, учитывающий ограниченность ко-
личества доступных для молоди кормовых объек-
тов. z – параметр ограничивающий темп развития 
вне зависимости от ( )N t ; l  – средняя плодови-
тость особей; α – коэффициент компенсационной 
смертности; β – коэффициент декомпенсационной 
смертности; (1, 2);k Î  интервал уязвимости 

 [ ]0,t TÎ должен быть специфичным для вида.  
Убывающая функция 

2( ) 1 exp( ), lim ( 1)SS cS S®¥= + - Q ®Q  отражает 
действие важного в экологии «эффекта Олли» 
или «эффекта агрегированной группы», когда для 
животных ведущих стадный образ жизни отмеча-
ется увеличение выживаемости молоди, хотя ску-
ченность усиливает пищевую конкуренцию 
взрослых. Для промысловых рыб подобное явле-
ние актуально [12] и достоверно наблюдалось 
[13], когда численность нерестового стада низка. 
Протяженность русловых нерестилищ осетровых 
обуславливает снижение плотности.  

Функция эффекта Олли ( )SQ  введена в урав-
нение для ( )N t , но не в переопределение на-
чальных условий (0) ( )N v S= l + d  т.к. даже не 
вступившие в репродуктивный процесс кладки 
икры после их гибели ухудшает токсикологиче-
скую обстановку на нерестилище. c –
характеризует степень действия эффекта, кото-
рый не проявляется если численность взрослой 
части популяции осетровых достаточно велика. 
Введя поправку d  для учета незначительной сей-
час доли повторно нерестующих рыб, численно 
получаем ( ).S N T=   

Графиком исследованной с применением чис-
ленного решения в инструментальной среде по-
следовательности задачи Коши (2) для вычисле-
ния численности выживших особей поколения к 
моменту времени T новой модели является уни-
модальная кривая с уменьшающимся наклоном 
ниспадающей правой ветви. Кривая имеет нену-
левую горизонтальную асимптоту, две нетриви-
альные точки пересечения с биссектрисой коор-
динатного угла R=S (рис. 3). Фазовое пространст-
во в случае динамической системы 0( )n Ry на 
основе системы (2) разделяется на две области 
притяжения: W1 и W2. Границей между ними яв-
ляется неустойчивая стационарная точка *

1R пер-
вого пересечения кривой с биссектрисой R=S. 
Второе равновесие *

2R гибридной динамической 
системы устойчиво. 

Анализ устойчивости неподвижных точек 
дискретно-непрерывной системы в инструмен-
тальной среде можно проводить с использовани-

ем свойства второй итерации ( ( )).xy y Необхо-
димым и достаточным условием устойчивости 
неподвижной точки одномерного отображения 
x*является неравенство: 2 ( )x xy > при x<x*, 

2 ( )x xy < при x>x*. 
 

 
Рис. 3. Зависимость (S)R f=  полученная из сис-
темы (2). (2) исследовалась в среде моделирования 
AnyLogic-6, предоставляющей выбор численных 
методов с изменяющимся шагом интегрирования.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Поведение траектории динамической системы, 
с использованием в качестве оператора эволюции 
решение задачи Коши (2), качественно отличается 
от итераций (1) возможностью притяжения к 
двум аттракторам. Соответственно присутствуют 
две области притяжения, границей которых слу-
жит репеллер, неустойчивая особая точка первого 
пересечения кривой с биссектрисой координатно-
го угла. Траектории с начальными условиями, 
разделёнными репеллером, покидают его окрест-
ность и приближаются к разным аттракторам. 
Один из аттракторов точка (0,0) на плоскости 
R´S. Если численность популяции соответствует 
области притяжения этого аттрактора, произойдёт 
вымирание. Данное свойство отражает наличие 
минимально допустимой численности для суще-
ствования вида. 

Кривая вида рис. 3 означает, что популяция 
долго способна выдерживать высокий процент 
изъятия, но потом произойдет резкое снижение 
уловов, которое сложно предвидеть экспертам и 
ввести мораторий на промысел. Деградация мо-
жет растянуться во времени, и численность попу-
ляции будет колебаться ниже неустойчивого рав-
новесия. В подобной ситуации необходимо свое-
временно оценивать качественный характер ди-
намики запасов. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(Проект 14-07-00066). 
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SIMULATION OF THE THRESHOLD EFFECT IN EFFICIENCY OF REPRODUCTION OF 
RUSSIAN STURGEON IN THE VOLGA RIVER 
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 Acceptable balance between reproduction and mortality from various factors could dramatically dis-
turbed because of the impermanence in reproductive potential, that showed a retrospective analysis of 
data on spawning sturgeon in the Volga. Article considers development of the model of population 
process with the existence of different levels of reproductive efficiency. We proposed a system of 
ODE, which formalizes the influence of the growth rate on mortality in juvenile period and take into 
account the loss of unfertilized eggs. In a computing environment was received discrete-continuous 
dynamical system which allowed assessing the effects of a sharp decrease in reproductive efficiency. 
This effect leads to the presence minimum acceptable size for the survival of Acipenser gueldenstaed-
tii spawning population. 
Key words: threshold effects in the dynamics of populations, degradation of the Volga sturgeon, dis-
crete-continuous dynamical systems 
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