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ВВЕДЕНИЕ

Первоначально [1] под аксиконом понимал�
ся любой оптический элемент с осесимметричной
формой, который преобразует свет от точечного
источника, расположенного на оптической оси, в
отрезок на этой же оси. Позднее аксиконом (клас�
сическим) стал называться элемент, имеющий
линейную зависимость фазовой функции от ра�
диуса – конический аксикон [2]. Кроме него име�
ется много других осесимметричных оптических
элементов, отличающихся свойствами формиру�
емого светового отрезка.

Одним из таких оптических элементов, точ�
нее, классом элементов, является фраксикон [3].
Понятие фраксикона появилось при анализе тан�
дема из двух оптических элементов  линзы и ак�
сикона � линзакона [4, 5] – как дифракционного
элемента, выполняющего аналогичное действие.
В данном случае имеется в виду формирование
вдоль оптической оси конического распределения
интенсивности � сужающегося или расширяюще�
гося при удалении от оптического элемента [6].

Фазовая функция фраксикона пропорцио�
нальна степенной функции от радиуса, причём
показатель степени g может быть любым положи�
тельным числом, в том числе и дробным, чем и
объясняется название элемента. Линейный акси�
кон и параболическая линза являются частными
случаями. Мы употребили слово “класс”, так как
действие фраксикона существенно зависит от ди�
апазона, в котором лежит величина показателя.

Действие фраксикона ранее рассматривалось
в ряде работ. В [7] проведён геометро�оптический
анализ фраксикона; в [8] анализировалось действие
фраксикона в волновой параксиальной модели; в
[9�12] были рассмотрены фраксиконы с показате�
лями γ ≤2 в волновой непараксиальной модели.
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Таким образом, для логического завершения
описания действия фраксикона осталось лишь
рассмотреть в волновой непараксиальной моде�
ли случай показателя γ >2, что и будет сделано в
настоящей статье. Геометро�оптический анализ
показывает, что такой элемент имеет сколь угод�
но большую глубину фокуса (с тенью до начала
фокального отрезка). Такая глубина обеспечива�
ется параксиальной областью оптического эле�
мента, в то время как начальный, самый яркий
участок фокального отрезка формируется его
непараксиальной областью.

Нужно отметить, что фазовые оптические
элементы с высокими показателями степени ис�
пользуются для кодирования  волнового фронта
с целью увеличения глубины поля изображаю�
щей системы [13�16], а также для уменьшения
влияния хроматических аберраций [17, 18].

1. ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ
ДЛЯ КОМПЛЕКСНОЙ АМПЛИТУДЫ

НА ОПТИЧЕСКОЙ ОСИ

В непараксиальном скалярном варианте ам�
плитуда поля на оси при падении произвольного
радиально�симметричного пучка вычисляется по
формуле

( )2 2

0 2 2 2 2
0

exp 1(0,0, ) ( )
R ik r z

U z z E r ik rdr
r z r z

+ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
∫ .(1)

Функция пропускания фраксикона опре�
деляется формулой exp( )i rγα− ,  в которой

02 / ; ( )k k γπ λ α α= = , 0α  � безразмерный коэф�
фициент, определяющий степень фокусировки.
При падении на фраксикон плоской волны еди�
ничной амплитуды распределение на оси в при�
ближении тонкого оптического элемента вычис�
ляется по формуле (1) с 0 ( ) exp( )E r i rγα= − . Для
вычисления интегралов такого вида часто при�
меняется метод стационарной фазы. Однако при
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этом появляется (вполне объяснимое) непра�
вильное поведение приближённого решения
вблизи плоскости элемента: нарушение равен�
ства 0lim( 0) (0,0, ) (0)z U z E→ = . Такого неприятно�
го эффекта можно избежать, если произвести в
(1) интегрирование по частям, что в результате
даёт [9]:

( ) ( )
( )

2 2
0 0 2 2

2 2

0 2 2
0

(0,0, ) (0)exp ( )exp

exp
( ) .

R

zU z E ikz E R ik R z
R z

ik r z
z E r dr

r z

= − + +
+

+
′+

+
∫

(2)

Здесь предельное равенство выполняется не�
зависимо от погрешности вычисления интегра�
ла. При 0 ( )E r const=  получаем известное точное
решение [19]. Для случая 0 ( ) exp( )E r i rγα= −  полу�
чим [12]:
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 (3)

Формула (3) верна при любом значении γ ,
но при вычислении по методу стационарной фазы
начинает проявляться различие свойств подын�
тегральной функции в разных диапазонах зна�
чений γ . Элемент с показателем, не большим двух
уже рассматривался ранее [9�12]. При вычисле�
ниях использовались свойства неявной функции
зависимости стационарной точки от расстояния.
Само уравнение одно и то же для любого γ , но
свойства функции в разных диапазонах различ�
ны. Функция 0( )z r  имеет вид:

2 2
2 4 2 2

0 02 2
0

kz r r
γ

γ
γγ α

−
−= − . (4)

Так как 4 2 0γ− < , вид графика существенно от�
личается от диапазонов 0 1γ< <  и 1 2γ< <  (рис. 1).
При заданном z  всегда есть одна стационарная
точка 0r , поэтому естественной тени нет, что со�
держит противоречие с геометро�оптической те�
орией, где естественная тень появляется на гра�
нице полного отражения [7]. Отметим, что в диа�
пазоне 1 2γ< <  такое противоречие отсутствует.
Величина стационарной точки не превосходит
величины 0 max( )r , соответствующей 0z = :

0 max 1/( 1)
0

1 1( )
( )

r
k γ γγα −= ⋅ .                   (5)

Если 0 max( )r R> , то вблизи оптического эле�

мента вплоть до 
2 2

2 2
0

( ) 1kRz R
γ

γγ α

−

= ⋅ −  будет тень от

наличия входного зрачка.

2. ЧАСТНЫЕ ПРИМЕРЫ И ПРИБЛИЖЕНИЯ
ДЛЯ СЛУЧАЯ БОЛЬШИХ И МАЛЫХ

РАССТОЯНИЙ ОТ ОПТИЧЕСКОГО ЭЛЕМЕНТА

Для более точного представления о поведе�
нии амплитуды желательно иметь (хотя бы при�
ближённое) явное решение уравнения (4). В об�
ласти 2γ >  оно разрешимо алгебраически при
двух значениях: γ = 2,5 и γ = 3.

При γ =2,5 имеем уравнение 3 2
0 0 5 3

0

1
6,25

r z r
kα

+ = .

Оно проще, чем аналогичное уравнение при
γ =0,5, так как уже имеет каноническую форму
кубического уравнения, но решение всё равно
громоздко. Поэтому для уяснения свойств реше�
ния ограничимся значением γ =3, при котором
будет более простое уравнение.

При γ =3 имеем уравнение

4 2 2
0 0 6 4

0

1
9

r z r
kα

+ = ,                               (6)

имеющее решение

2 4 6 4 2
0 02 4 / (9 )r z k zα= + − .                  (7)

В выражения других величин, используемых
в методе стационарной фазы:

( )

2
0

0 2 2
0

2
3

0 0 0 3 / 22 2
0

( ) ,

( ) 6( ) ,

r
A r

r z

kzf r k r
r z

=
+

′′ = −
+

α
 (8)

по причине громоздкости значение стационар�
ной точки подставлять в общем случае не будем
(подставим только в приближениях, позволяю�
щих упростить формулы).

Подставив в (3) γ =3, по методу стационар�
ной фазы получим:

z2

r0

Рис. 1. Функция зависимости
стационарной точки r

0
 и расстояния z
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3

0(0,0, ) 3 ( )грU z U i k z= − ⋅α

[ ] ( )
2

2
0 0 0

1

( ) exp ( ) 2 / ( ) exp
t

t

A r if r f r it dt′′⋅ − ⋅ ∫ .    (9)

Следует отдельно упомянуть о правомернос�
ти применения метода стационарной фазы, осо'
бенно классического, в данном диапазоне 2γ > .
Дело в том, что модуль подынтегральной функ�
ции в (3) возрастает с увеличением r . Но можно
доказать, что ширина лепестков убывает быст�
рее, чем увеличивается их высота. При замене
переменной r yγ =  факт сходимости интеграла в
бесконечных пределах становится очевидным,
поэтому все наши рассуждения корректны.

При определённых приближениях формулы
(7), (8) можно упростить. Это возможно в двух
случаях. Заметим, однако, что окрестность мак�
симума амплитуды не попадает в области при�
менимости этих случаев.

Случай I. Если z  не слишком мало, по край�
ней мере, если 6 4 4

04 / (9 ) 1/ 2k zα < , что эквивален�
тно 3 / 24

08 3kz > α  (при 0 0,01α =  154,5z λ> , при
0 0,001α =  4886z λ> ), имеем следующие прибли�

жения:

2 6 4 2
0 0

6 4 3
0 0

0

1/(9 ),

( ) 1/(9 ),
( ) / .

r k z
A r k z
f r k z

≈

≈
′′ ≈

α

α  (10)

[ ] ( )
2

2
0 3 3/ 2

0 1

2(0,0, ) exp ( ) exp
3 ( )

t

гр
t

U z U i if r it dt
kz

≈ − − ⋅ ⋅ ∫α
, (11)

где 
3 3/2
0

11 2
23 2 ( )
kt t R
zkzα

≈ − ≈ .

Случай II. Теперь, наоборот, пусть z  доста'
точно мало, тогда более точно должно выпол�
няться неравенство 6 4 4

09 / 4 1/ 2k zα < , что экви�
валентно 3/ 24

0( ) 2 3kz < α  (при 0 0,01α =  это даёт
109,3z λ< ). В этом случае формулы (7), (8) так�

же можно упростить:

2 3 2 2
0 0

3 / 2 2 3 / 2
0 0 0

3 / 2 2 4 2 9 / 2
0 0 0

1/(3 ) / 2,

( ) 1/( 3 ) (3 3 / 4) ,

( ) 2 3 (3 3 / 4) (1 2).

r k z

A r k kz

f r k k z

≈ −

≈ − ⋅

′′ ≈ − ⋅ ⋅ +

α

α α

α α

 (12)

Как видим, выражения всё же достаточно
длинные. Но при более жёстких условиях их мож�
но ещё упростить. Так как перед интегралом в
(3) и (9) уже есть множитель z , заменим все ве�
личины в (12) значениями, получающимися при

0z = ; это можно сделать при 3 / 2
01 6kz < α  (при

0 0,01α =  65z λ< , при 0 0,001α =  2055z λ< ). Под�
ставив в (11), получим

[ ] ( )
2

3/ 4 24
0 0

1

(0,0, ) exp ( ) 3 ( ) exp
t

гр
t

U z U i if r kz it dt≈ − − ⋅ ⋅ ∫α , (13)

где 3/44
03/4 3/24

0 0

1 11 2 3
3 3

t t R k
k

α
α α

⎛ ⎞
≈ − ≈ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 явля�

ются постоянными числами. То есть величина
добавки к грU  пропорциональна ( )kz .

Последнее, применённое в (13), приближение
верно и для произвольного γ . При 0z =  уравне�
ние (4) легко решается (см. (5)) при любом γ ;
граница малости z , аналогичная 3 / 2

01 6kz < α
приводится ниже.

Выпишем требуемые для вычисления вели�
чины в явном виде:

0 1/( 1)
0
2

0 0

2
0 0 0

1 1 ,
( )

( ) ,

( ) ( 1)( ) .

r
k

A r r
f r k r

−

−

−

≈ ⋅

≈

′′ ≈ −

γ γ

γ

γ γ

γα

γ γ α
 (14)

Тогда можно получить выражение, обобща�
ющее (13):

 [ ]0(0,0, ) exp ( )грU z U i if r≈ − − ⋅

( ) ( )
21

22( 1)
0

1

2 ( ) exp
1

t

t

kz it dt−⋅ ⋅
− ∫γ γγα

γ
,          (15)

формулы для 1, 2t t  писать не будем, важно, что
это постоянные числа.

Посмотрим теперь, можно ли обобщить при�
ближение не очень малого z , применённое в (10),
(11). Можно показать, что (10) можно получить,
не имея точного решения, а выбросив в исходном
уравнении (4) слагаемое 2

0r . Если мы сделаем это
при произвольном γ , то получим обобщение
(11). Ниже мы приведём границу большого z ,
аналогичную 3 / 24

08 3kz > α . В результате полу�
чим

2 1
0 0

1
0 0

0

1/( ),

( ) / ,
( ) ( 2) / .

r k z
A r r z
f r k z

− −

−

≈

≈
′′ ≈ −

γ γ γ

γ

γα

γ
 (16)

 [ ]0(0,0, ) exp ( )грU z U i if r≈ − − ⋅

]
( )

( )
2

2
1/( 2)

12( 2)0

2 1 exp
( )

t

t

it dt
kz

−
−

⋅ ⋅ ⋅ ∫γ γγ
γγα ,          (17)

где 
( )1/( 2) /(2( 2))

0

2 1 11
2 ( )

t
kz− −

−
≈ − ⋅γ γ γγ

γ

γα
, 2 ( 2)

2
kt R
z

≈ −γ .

Всё слагаемое с интегралом убывает пропор�
ционально ( 1) /( 2)1 z − −γ γ , с ростом γ  показатель
степени z  приближается к единице. Получаем,
что по порядку убывания интегральное слагае�
мое приближается к краевому грU . Это вполне
естественно, если учесть предельную форму оп�
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тического элемента, при которой сечения 0r r=  и
r R=  становятся практически одинаковыми по
своим свойствам.

Вид зависимости от kz  в (15) и (17) показы�
вает, что правый край максимума амплитуды
должен быть достаточно пологий, а левый рез�
кий, что согласуется с геометро�оптическим рас�
смотрением.

Попытаемся найти границы, когда z  можно
считать достаточно малым или достаточно боль�
шим при произвольном γ.

Малые z . Неравенство 3 / 24
02 3kz < α , при

котором верны формулы (12), нельзя получить
для других γ , так как оно получено из явного
алгебраического решения. А для неравенства

3 / 2
01 6kz < α , определяющего верность (13), мож�

но найти аналог и, таким образом, сказать, когда
верны (14), (15). Запишем (4) в следующем виде:

2 2 2 2 4 2 2
0 0 0 max( )r z r rγ γ γ− − −+ = .                   (18)

Значение стационарной точки из (14) полу�
чается, если подставить 0z = . Это не очень влия�
ет на корень уравнения, если верно неравенство

2 2
0 max( ) / 2z r<  или

( )1/( 1)

0

1

2
kz

−
< γγγα .                      (19)

Например, при 04, 0,01γ α= =  будет
32,9z λ< , а при 04, 0,001γ α= =  будет 709z λ< .
Большие z . Приближение (16) получено уда�

лением в исходном уравнении (4) слагаемого 2
0r ,

что означает удаление 2 2
0r
γ −  в (18). Корень урав�

нения мало изменяется, если верно неравенство
2 2

2 2 4
0 max

2

( ) 1 / 8r
z

γ
γ
−
−⎛ ⎞

<⎜ ⎟
⎝ ⎠

 или

( )

2
2( 1)

1/( 1)

0

8kz

−
−

−>

γ
γ

γγγα
.                        (20)

Например, при 04, 0,01γ α= =  будет
93,1z λ> , а при 04, 0,001γ α= =  будет 2005z λ> .
В (13) при интеграле имеется возрастающая

величина ( )kz , а в (11) � убывающая величина
3/2( )kz − . Поэтому, если приравнять модули коэф�

фициентов при интеграле (формально приме�
нить классический м.с.ф.), то получим некоторое,
возможно, грубое приближение для положения
максимума амплитуды maxz . В итоге получим

5

max 3/ 2
0

2
3

kz =
α ,                        (21)

при 0 0,01α =  имеем max 105,6z ≈ λ , а при 0 0,001α =
имеем max 3338z λ≈ .

Для произвольного γ  можно аналогично
приравнять (15) и (17). Получим

( )
( )

2
3 4

max 1/( 1)

0

1
kz

−
−

−

−
=

γ
γ

γγ

γ

γα
,                           (22)

в частных примерах имеем при 04, 0,01γ α= =
max 61, 2z = λ , а при 04, 0,001γ α= =  max 1319,6z = λ .

Заметим, что во всех трёх примерах maxz  со�
всем немного меньше значения, среднего меж�
ду границами приближений для малого и боль�
шого z  (средние равны соответственно
109,75 ; 3470 ; 63 ; 1357λ λ λ λ ). Для γ=3 позиция
максимума также близка к “мягкой” границе ма�
лого z  (когда верны равенства (12)) � 109,3λ .

Само значение максимума, очевидно, будет (по
модулю) с избытком и без вне�интегральных сла�
гаемых равно

[ ] ( ) ( )
1

2( 1)4(3 4)
max 0 0(0,0, ) 2 exp ( ) 1U z i if r

−− −−= − ⋅ −
γ

γ γγπ γ γα . (23)

При γ =3 получаем

[ ] ( )
3 1

320 4
max 0 0(0, 0, ) 2 exp ( ) 2 3U z i if r

− −
= − ⋅π α ,

а при γ =4 будет

  [ ] ( )
1 1

48 6
max 0 0(0, 0, ) 2 exp ( ) 3 4U z i if r

− −
= − ⋅π α .

Для γ =3 можно попытаться найти другое
приближение. Используя равенства (9) и (12),

находим максимум дроби 0

0

( )
( )

zA r
f r′′

. В самом пер�

вом приближении (с недостатком) получаем

max 3 / 2
0

2
3 3

kz =
α

, при 0 0,01α =  имеем max 61,3z ≈ λ .

Это даже меньше границы приближения (15) �
65λ . Значение максимума при этом равно

[ ]
3 9

3 / 42 4
max 0 0(0, 0, ) 2 exp ( ) 2 3U z i if r

− −= − ⋅π α , что по�

чти в три раза меньше значения с избытком.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

В данном разделе приведены результаты мо�
делирования, основанного на прямом расчете
выражения (1)  методом численного интегриро�
вания. В табл. 1 показаны расчеты при λ  = 1 мкм
для γ  = 3 и γ  = 4 при α 0

 = 0,01, а в табл. 2 для
α 0

 = 0,001. Радиус оптического элемента R вы�
бирался так, чтобы период краевой зоны не был
менее длины волны, а также, чтобы не было тени
от входного зрачка. Для этого радиус должен
быть не менее 92λ  и 46,5λ  в табл. 1, и 2906λ  и
1003λ  в табл. 2, значение минимального радиу�
са вычислено по формуле (5).

Визуальное наблюдение графиков интенсивнос�
ти из табл. 1 и 2 позволяет сделать следующие выводы:

� вид распределения вдоль оси качественно
соответствует геометро�оптическому.
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Таблица 1. Расчеты для γ  = 3 и γ  = 4 при α 0
 = 0,01

Таблица 2. Расчеты для γ  = 3 и γ  = 4 при α 0
 = 0,001

Параметры и  
вид фазы фраксикона 

Распределение вдоль оптической оси, z/λ 

γ = 3, α0
 = 0,01, R=95λ 

 50 100 150 200 250 300

200

600

1000

 
γ = 4, α0

 = 0,01, R=50λ 

 50 100 150 200 250 300

100

200

300

 
 

Параметры и вид 
центральной части фазы 
фраксикона  

Распределение вдоль оптической оси, z/λ 

γ = 3, α0
 = 0,001, R=3000λ 

 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

10000

20000

30000

 
γ = 4, α0

 = 0,001, R=1000λ 

 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

1000

3000

5000
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THEORETICAL  ANALYSIS  OF  FRAСXICON
WITH  GREAT  DEPTH  OF  FOCUS  IN  FRAME  OF  WAVE  MODEL

© 2014  A.V. Ustinov

Images Processing Systems Institute of the RAS, Samara

In a number of previous studies a fracxicon action is surveyed under different models. This article concludes
this cycle and is devoted to the fracxicon with power greater than two. It is shown that such an optical
element does not have a shadow area, which gives a very large depth of focus.
Key words: fracxicon; the method of stationary phase; depth of focus.

� упомянутое после формулы (4) утвержде�
ние об отсутствии тени скорее формальное, чем
количественное, так как интенсивность в этой
области очень мала.

� приближение малого расстояния почти не
применимо, так как оно справедливо в области
очень малой интенсивности; в то же время при�
ближение большого расстояния применимо в
большой области, которая начинается с места, где
интенсивность падает примерно вдвое по срав�
нению с максимумом.

� вычисленные по (22) позиции максимумов все�
гда получаются больше, чем найденные численно,
причём для более слабого (с меньшим α 0

) элемента
относительная погрешность больше (32.5% против
20%). Хотя такая погрешность не очень мала, мы всё
же можем говорить о хорошем согласии с теорией,
так как погрешность теоретического значения изна�
чально предполагалась не очень малой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрено действие фраксикона с
показателем степени γ >2 в непараксиальной мо�
дели. Для частного значения γ =3 получено при�
ближённо�аналитическое выражение для комп�
лексной амплитуды на оптической оси, а для дру�
гих значений показателя – выражения,
достаточно точные вблизи оптического элемента
и вдалеке от него. В последнем случае приведены
границы расстояний, начиная с которых эти вы�
ражения применимы. Получены приближенные
значения для положения и величины максимума
амплитуды. Результаты позволяют сделать вы�
вод о том, что качественно имеет место согласие с
геометро�оптической моделью, а для положения
фокуса имеется и количественное согласие с ре�
зультатами численного моделирования.
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