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ВВЕДЕНИЕ

Квантовые перепутанные состояния являют�
ся основным ресурсом квантовой информатики.
Для приложений  в  физике квантовых вычисле�
ний   нужны максимально перепутанные чистые
состояния с достаточно большим временем жиз�
ни. В настоящее время активно исследуются как
теоретически, так и экспериментально  различ�
ные физические системы, которые могут быть
использованы в качестве логических элементов
квантовых компьютеров, а также наиболее эф�
фективные схемы генерации в таких системах
перепутанных состояний [1]. В  реальных усло�
виях квантовые системы всегда взаимодейству�
ют с окружением. Такое взаимодействие обычно
приводит к   декогерентности, так что исследуе�
мая система эволюционирует в смешанное пере�
путанное состояние, которое оказывается непри�
годным для целей квантовых вычислений. Поэто�
му с практической точки зрения основная задача
при получении и  использовании атомных пере�
путанных состояний заключается в том, чтобы
предотвратить, минимизировать или  использо�
вать влияние шума. Недавно в целом ряде работ
была высказана  идея о том, в  некоторых случаях
диссипация и шум могут, напротив, являться ис�
точником перепутывания. В частности, было ука�
зано на возможность генерации перепутывания
в атомных системах в резонаторах, индуцирован�
ного тепловым шумом [2]. В  работе [2] авторы
показали, что одномодовый тепловой шум может
индуцировать атом�атомное перепутывание в си�
стеме двух двухуровневых атомов в идеальном
резонаторе.  Перепутывание в двухатомной сис�

теме с   вырожденным двухфотонным взаимо�
действием, индуцированное одномодовым теп�
ловым шумом,  было рассмотрено  в работе [3], а
влияние двухмодового теплового шума на пере�
путывание двух двухуровневых атомов с невы�
рожденными переходами −  в работах [4,5]. При
этом   было показано, что при двухфотонном вза�
имодействии степень перепутывания атомных
состояний может значительно превосходить  со�
ответствующую величину для однофотонного
взаимодействия. Позднее было также установ�
лено, что для атомов как с одно �  так и с двухфо�
тонными переходами, степень перепутывания
атомов сильно зависит от начального состояния
системы [6,7]. Выяснено, что при наличии атом�
ной когерентности степень атомного перепуты�
вания может заметно возрастать, а также то, что
степенью атомного перепутывания можно уп�
равлять, изменяя относительные фазы и амп�
литуды поляризованных атомов.  Было также
показано на примере двухатомной модели с од�
нофотонными переходами, что степень атомно�
го перепутывания может быть значительно уве�
личена за счет диполь�дипольного взаимодей�
ствия атомов  [8, 9].

Поэтому представляет значительный интерес
исследование влияния атомной когерентности и
прямого диполь�дипольного взаимодействия  на
степень перепутывания, индуцированного тепло�
вым шумом,  для атомов с вырожденными двух�
фотонными переходами. Однако в случае обыч�
ных двухуровневых атомов  двухфотонные  пере�
ходы возможны только для состояний с
одинаковой четностью, а в этом случае прямое
диполь�дипольное взаимодействие между атома�
ми отсутствует. Вместе с тем существует физи�
ческие системы, для которых обычные правила
отбора нарушаются. К таким системам относят�
ся макроскопические объекты −  потоковые
сверхпроводящие кубиты, которые при опреде�
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ленных условиях  могут рассматриваться как ис�
кусственные трехуровневые атомы с переходами
Δ �типа [10]. В таких искусственных атомах мо�
гут быть разрешены как одно � так и двухфотон�
ные процессы [11]. Важной особенностью таких
кубитов является также то, что их дипольные
моменты значительно превосходят по величине
дипольные моменты естественных атомов. Сверх�
проводящие цепи, основанные на переходах Джо�
зефсона, могут использоваться в качестве куби�
тов квантовых компьютеров [12]. У сверхпрово�
дящих цепей может быть много собственных
состояний с дискретными собственными значе�
ниями энергии, которые располагаются  ниже,  чем
энергия возбуждения куперовской пары. Это свой�
ство позволяет сверхпроводящим цепям  вести себя
как сверхпроводящие искусственные атомы. Ис�
кусственными атомами можно управлять, исполь�
зуя токи, напряжения и микроволновые фотоны,
которые переводят систему из одного макроско�
пического квантового состояния в другое.

В настоящей работе мы исследуем влияние
атомной когерентности и диполь�дипольного
взаимодействия на перепутывание двух идентич�
ных двухуровневых потоковых сверхпроводящих
кубита, взаимодействующих со сверхпроводящим
электрическим “резонатором” (LC�контуром), на�
ходящимся в квантовом одномодовом тепловом
состоянии. “Фотоны” такого резонатора представ�
ляют собой  фактически колебания электронной
плотности в сверхпроводящем LC�контуре. Заме�
тим, что для модели сверхпроводящих кубитов с
вырожденными двухфотонными переходами та�
кое влияние рассмотрено в нашей работе [9].

МОДЕЛЬ И ЕЁ ТОЧНО РЕШЕНИЕ

Модель, которую мы рассматриваем ниже,
состоит из сверхпроводящего LC “резонатора”,
взаимодействующего индуктивно с двумя иден�
тичными сверхпроводящими джозефсоновскими

потоковыми кутритами Δ �типа. При этом  сверх�
проводящие цепи и искусственные атомы могут
быть изготовлены на одном чипе. Сверхпроводя�
щая цепь −  идеальный гармонический осцил�
лятор, описываемый гамильтонианом

 =FH a aω +h ,

где ( )a a+  – операторы рождения и уничтоже�
ния “фотонов”  в LC цепи, = 1/ LCω – частота
LC “резонатора”, L  и C  –  индуктивность и
емкость цепи.

Чтобы получить эффективный атомный га�
мильтониан системы,  рассмотрим два идентич�
ных  трехуровневых искусственных атома с пе�
реходами Δ �типа. Обозначим через | ,|e i〉 〉  и
| g〉  состояния, соответствующие трем нижним
уровням искусственного атома. Здесь | e〉  – воз�
бужденное, | g〉  – основное и | i〉 – промежуточ�
ные состояния атома. Предположим, что каскад�
ный переход | |e i g〉 → 〉 → 〉  находится в двух�
фотонном резонансе с частотой “резонатора”

= 2egω ω , в то время как частоты переходов
между промежуточным уровнем и двумя други�
ми уровнями eiω  и igω  сильно отстроены от
частоты резонатора ω  (рис. 1a). После адиаба�
тического исключения промежуточного уровня
[13�15] мы получаем систему двух двухуровневых
атомов с эффективными вырожденными двухфо�
тонными переходами. Схема энергетических
уровней и разрешенных переходов в эффектив�
ном искусственном атоме показана на рис. 1б.

 Тогда гамильтониан взаимодействия систе�
мы двух искусственных двухуровневых атомов с
вырожденными двухфотонными переходами,
взаимодействующих с одномодовым полем в  “ре�
зонаторе” может быть записан в виде

 
2

2 2
1

=1
= ( ),i i

i
H g a a+ − ++∑h σ σ

где iσ
+  и iσ

−  −  повышающий и понижающий
операторы в  двухуровневом кубите ( i=1,2) и g  –

(а)                                                                                                 (б)

Рис. 1. Схема энергетических уровней и разрешенных переходов в исходном трехуровневом
сверхпроводящем кубите Δ � типа (а) и эффективном двухуровневом искусственном атоме

 с вырожденными двухфотонными переходами (б)
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эффективная константа двухфотонного взаимо�
действия кубита и резонаторного поля.  Гамиль�
тониан прямого диполь�дипольного взаимодей�
ствия кубитов может быть записан в квазиспи�
новом представлении как

 2 1 2 2 1= ( ),H J + − + −+σ σ σ σ
где J  −  параметр диполь�дипольного взаимо�
действия кубитов. В результате эффективный
гамильтониан двух кубитов и моды поля “резо�
натора”  в представлении взаимодействия  мож�
но представить в виде

2
2 2

1 2 2 1
=1

= ( ) ( )i i
i

H g a a J+ − + + − + −+ + +∑h σ σ σ σ σ σ . (1)

Учитывая введенные ранее обозначения | e〉
и | g〉  для возбужденного и основного состояния
двухуровневого атома, мы можем представить
двухатомную волновую функцию в виде комби�
нации волновых векторов | , =| |α β α β〉 〉 〉 , где

, = ,e gα β . Атом�полевая система в идеальном
резонаторе обладает унитарной динамикой, ко�
торая в представлении взаимодействия описы�
вается оператором эволюции ( )U t . В двухатом�
ном базисеs | , ,e e〉  | , ,| , ,| ,e g g e g g〉 〉 〉  опера�
тор эволюции ( )U t  для модели с
гамильтонианом (1) есть
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Здесь

2 2 2 2
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где = exp cos sin 1,
2 2 2
g g gA i t t i t⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

α θ α θ
θ

 [ ]= exp ( ) 1 exp( )
2
gB i t ig t⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

α θ θ

и 2 2 2 2= / , = 2( ),J g a a a a+ ++α λ

 2 2 2 2 2= 8( )a a a a+ ++ +θ α .

Пусть в начальный момент времени резонатор�
ное поле находится в одномодовом тепловом поле

 (0) = ( ) | |,F
n

P n n n〉〈∑ρ

где 1( ) =
(1 )

n

n

nP n
n ++

и n −  среднее число тепловых фотонов в  моде,
а искусственные атомы находятся в различных
когерентных состояниях.

Для определения степени атом�атомного пе�
репутывания будем использовать параметр Пе�
реса Хородецких  или “отрицательность”,  кото�
рую определим как [16,17]

= 2 ,i
i

−− ∑ε μ  (3)

где i
−μ  −  отрицательные собственные значения

частично транспонированной по переменным од�
ного кубита двухкубитной редуцированной  мат�
рицы плотности. Для неперепутанных состояний

= 0ε . Для перепутанных состояний 0 < 1≤ε .
Максимальной степени перепутывания соответ�
ствует значение = 1ε .  Редуцированная матрица
плотности находится стандартным образом

( ) = ( ) (0) (0) ( ).A F F At Tr U t U t+⊗ρ ρ ρ  (4)

В результате с использованием явного вида
оператора эволюции (2) и формулы (4) получа�
ем для частично транспонированной атомной
матрицы плотности выражение вида

1

11 12 13 14
*
12 22 2 24
* *
13 23 33 34
* * *
14 24 34 44

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) .
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

T
A

t t t t
t t t t

t
t t t t
t t t t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

 (5)
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Явный вид  элементов матрицы плотности   не
приводится из�за их чрезмерной громоздкости.
Получение аналитических результатов для пара�
метра перепутывания рассматриваемой модели
представляет собой весьма непростую задачу. По�
этому динакима временной эволюции параетра
перепутывания для различных начальных коге�
рентных состояний искусственных атомов иссле�
дована путем компьютерного моделирования.

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПАРМЕТРА ПЕРЕПУТЫВАНИЯ
И ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

1. Пусть в начальный момент времени искус�
ственные атомы приготовлены в когерентных
неперепутанных состояниях вида

1
1 1 1| (0) = cos | sin | ,ie e gΨ 〉 〉 + 〉ϕθ θ  

(6)
 2

2 2 2| (0) = cos | sin | .ie e gΨ 〉 〉 + 〉ϕθ θ
Здесь 1θ  и 2θ  обозначают амплитуды поля�

ризованных атомов и 1ϕ  и 2ϕ  – относительные
фазы их состояний. В таком случае начальная
атомная матрица плотности атомов можем быть
записана в виде

 

11 12 13 14
*
12 22 23 24
* *
13 23 33 34
* * *
14 24 34 44

(0) (0) (0) (0)
(0) (0) (0) (0)

(0) ,
(0) (0) (0) (0)
(0) (0) (0) (0)

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

где матричные элементы равны

 2 2
11 1 2(0) = ,cos cosρ θ θ

2 2
12 1 2 2(0) = cos sin ,cos

ie− ϕρ θ θ θ
2 1

13 1 1 2(0) = cos sin ,cos
ie− ϕρ θ θ θ

( )1 2
14 1 1 2 2(0) = cos sin cos sin ,ie− +ϕ ϕρ θ θ θ θ

2 2
22 1 2(0) = ,cos sinρ θ θ

( )1 2
23 1 1 2 2(0) = cos sin cos sin ,ie− −ϕ ϕρ θ θ θ θ

2 1
24 1 1 2(0) = cos sin sin

ie− ϕρ θ θ θ ,
2 2

33 1 2(0) = ,sin cosρ θ θ
2 2

34 1 2 2(0) = cos sin ,sin
ie− ϕρ θ θ θ

44 11 22 33(0) = 1 (0) (0) (0).− − −ρ ρ ρ ρ
На рис. 2 представлены результаты числен�

ного моделирования параметра перепутывания
для искусственных атомов, приготовленных в
когерентном начальном состоянии вида (6) с па�
раметрами 1 2 1 2 / 4, / 4, 0θ π θ π ϕ ϕ= = − = = ,
и средним числе “фотонов” в моде = 0.1n . Кон�
станта диполь�дипольного взаимодействия рав�
на 0α =  в случае штриховой кривой и 0,1α =
в случае сплошной кривой.  Из рисунка хорошо
видно, что  учет диполь�дипольного взаимодей�
ствия  между искусственными атомами приводит
к значительному  увеличению степени  перепу�
тывания кубитов.  Отметим, что для рассматри�
ваемой модели в отличие от  модели с однофо�
тонными переходами [6]  заметное увеличение
степени перепутывания при переходе от некоге�
рентного к когерентному состоянию атомов име�
ет место только при наличии диполь�дипольно�
го взаимодействия. Рассмотрим далее динамику

Рис. 2. Временная зависимость параметра перепутывания для атомов,
приготовленных в когерентном начальном состоянии вида (6) с параметрами

1 2 1 2/ 4, / 4, 0 = = − = =θ π θ π ϕ ϕ ,  и средним числе “фотонов” в моде = 0.1n .
Параметр диполь�дипольного взаимодействия 0α =  (штриховая линия) и 0,1α =  (сплошная линия)
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перепутывания для когерентных перепутанных
начальных состояний искусственных атомов.

2. Пусть в начальный момент времени атомы
приготовлены в перепутанном состоянии беллов�
скогог типа

| (0) = cos | , sin | , ,ie g e g eΨ 〉 〉 + 〉ϕθ θ  (7)

где θ  – параметр когерентности и ϕ  –относи�
тельная фаза.

Соответствующая выбранному начальному
состоянию искусственных атомов (7) редуциро�
ванная атомная матрица плотности  есть

 
22 23
*
23 33

0 0 0 0
0 (0) (0) 0

(0) = ,
0 (0) (0) 0
0 0 0 0
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⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ρ ρ
ρ

ρ ρ

где 2
22 (0) = cos ,ρ θ

23 (0) = cos sin ,ie ϕρ θ θ
2

33(0) = sinρ θ .

На рис. 3 представлены результаты числен�
ного моделирования параметра перепутывания
для искусственных атомов, приготовленных в
когерентном начальном состоянии вида (7) для

/ 3=θ π  и среднего числа “фотонов” в моде
= 0.1n .  Относительная фаза равна 0=ϕ  в

случае точечной кривой, равна / 2=ϕ π  в слу�
чае штриховой кривой и равна =ϕ π   в случае

сплошной кривой. Константа диполь�дипольно�
го взаимодействия 0,1α = .  Из рисунка хорошо
видно, что  степень перепутывания искусствен�
ных атомов в случае когерентного перепутанно�
го начального состояния (7) может контролиро�
ваться за счет выбора надлежащей относитель�
ной разности фаз состояний, входящих в
суперпозицию (7).

3. Пусть начальное перепутанное когерентное
состояние искусственных атомов  выбрано в виде

| (0) = cos | , sin | ,ie e e g gΨ 〉 〉 + 〉ϕθ θ ,      (8)

где как и в предыдущем случае θ  −  параметр
когерентности и ϕ  −  относительная фаза, вхо�
дящих в суперпозицию (8) состояний .

Редуцированная атомная матрица плотнос�
ти, соответствующая волновой функции (8) есть
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На рис. 4 представлены результаты численно�
го моделирования параметра перепутывания для
искусственных атомов, приготовленных в когерен�
тном начальном состоянии вида (8) для относитель�
ной фазы 0=ϕ  и среднего числа “фотонов” в моде

= 0.1n .  Параметр когерентности / 2=θ π  (ато�
мы приготовлены в некогерентном начальном со�
стоянии | ,e e〉 )  в случае точечной кривой,

Рис. 3. Временная зависимость параметра перепутывания для атомов, приготовленных
в перепутанном  начальном состоянии вида (7) для / 3=θ π  и среднего числа “фотонов” в моде = 0.1n .

Относительная фаза равна 0=ϕ  (точечная линия), / 2=ϕ π  (штриховая линия)
и =ϕ π  (сплошная линия). Константа диполь�дипольного взаимодействия 0,1α =
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cos 0.4=θ  в случае штриховой кривой и
/ 4=θ π  в  случае сплошной кривой. Константа

диполь�дипольного взаимодействия 0,1α = . Из
рисунка хорошо видно, что  степень перепутыва�
ния искусственных атомов в случае когерентного
перепутанного начального состояния (8) мало из�
меняется с течением времени и может управляться
выбором начальной степени когерентности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведенных расчетов можно
сделать вывод, что экспериментальные установ�
ки, состоящие из сверхпроводящих потоковых
кубитов, взаимодействующих с тепловым полем
LC “резонатора” посредством вырожденных двух�
фотонных переходов, в случае приготовления
искусственных атомов в определенных когерен�
тных состояниях и при наличии  диполь�ди�
польного взаимодействия, могут быть использова�
ны для генерации значительной степени  перепу�
тывания. В настоящей работе мы считали резонатор
идеальным. Рассмотрение более реалистичной мо�
дели перепутывания атомов, последовательно про�
летающих резонатор с конечной добротностью,
учитывающей спонтанное излучение атомов и по�
тери фотонов из резонатора на основе подходов,
развитых в наших работах [18�20], будет являться
предметом нашей следующей работы.

Работа выполнена по заданию Министерства
образования и науки Российской федерации.

Рис. 4. Временная зависимость параметра перепутывания для атомов, приготовленных
в перепутанном  начальном состоянии вида (8) для 0=ϕ  и среднего числа “фотонов” в моде = 0.1n .

Параметр когерентности / 2=θ π  (точечная линия), cos 0.4=θ  (штриховая линия)
и / 4=θ π  (сплошная линия). Константа диполь�дипольного взаимодействия 0,1α =
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