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Под псевдоградиентным измерением век-
тора   неизвестных параметров в работе пони-

мается использование для получения оценки ̂  
рекуррентной процедуры вида [1]: 

 

  ttttt Q  
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111 ΖΛ
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где   tt zQ  
ˆ,1  ‒ псевдоградиент (ПГ) целе-

вой функции (ЦФ) Q, Ζ  ‒ наблюдаемые изо-
бражения, для которых требуется оценить пара-

метры  ; 1tΛ  ‒ матрица усиления. В общем 

случае   tt zQ  
ˆ,1  – это случайное направле-

ние в пространстве параметров, определяемое 

значениями t̂  и номером итерации t. Это на-

правление будет считаться ПГ ЦФ в точке   
пространства параметров, если будет выполнено 
условие: 
 

     0}ˆ,M{)(  zQQ
T

, 
 

то есть, если направление    ˆ,zQ  в среднем 

составляет острый угол с направлением вектора 

градиента )(Q  функционала )(Q . Приме-

нение ПГ алгоритмов в современных системах 
весьма обоснованно их хорошими точностными 
характеристиками и устойчивостью к широкому 
классу помех наряду с вычислительной просто-
той и отсутствием требования к предваритель-
ной оценке параметров исследуемых изображе-
ний. 
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Для вектора 
T

m )ˆ,...,ˆ,ˆ(ˆ
21  парамет-

ров межкадровых геометрических деформаций 
изображений (МГДИ) соотношение (1) можно 
представить в виде: 
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где 1t  ‒ некоторая векторная функция от гра-

диента на t -й итерации; 
)2()1( ,ΖΖ  ‒ наблюдае-

мые изображения. Для уменьшения вычисли-
тельных затрат в выражении (2) допустимо ис-

пользование вместо  tQ  ˆ,, )2()1(
ΖΖ  его усе-

чение ‒  ttQ  
ˆ,Ζ 1 , где 

 )2()2()1()1(
1 ,Ζ ΖΖ  tt jjt zz  ‒ двумерная ло-

кальная выборка ЦФ на t-й итерации. При выбо-

ре знаковой функции )sgn(  в качестве вектор-

ной функции от градиента   получаем простые 
и хорошо сходящиеся алгоритмы релейного типа 

[2, 3]   ttt zQ  
ˆ,sgn 11 , где 

 Tmxxx )sgn(),...,sgn()sgn( 1 . 

Вероятность сноса оценок при измере-
нии одного параметра. Асимптотические веро-
ятностные свойства оценок, сформированных 
псевдоградиентными процедурами, хорошо изу-
чены. Возможности же анализа вероятностных 

свойств оценок t̂  при конечном числе итера-

ций исследованы недостаточно. Объясняется это 
большим числом факторов, влиянием которых 
нельзя пренебречь. К таким факторам можно 
отнести характер плотности распределения ве-
роятностей (ПРВ) и ковариационную функцию 
(КФ) изображений, мешающий шум, вид ЦФ Q, 
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выбор функции t  преобразования градиента и 

матрицы усиления tΛ , определяющей величину 

t-го шага, общее число итераций T и начальное 

приближение 0̂  вектора  . Эти факторы мож-

но условно разделить на две группы [4]. Первую 
группу сформируют факторы, которые заданы 
априорно и не зависят от вида ПГ процедуры. К 
ним относятся ПРВ и КФ изображений, мешаю-
щий шум, а также ЦФ оценивания Q. Во вторую 
группу войдут факторы, на которые можно воз-
действовать при использовании ПГ процедур. 

Сюда можно отнести вид функции t , матрицу 

усиления tΛ , начальное приближение 0̂  век-

тора   и число общее число итераций T. Боль-
шой набор влияющих факторов в обеих группах 
создает сложности анализа эффективности ПГ 
процедур при конечном числе итераций. 

Учитывая то, что в (2) для получения те-

кущей оценки 1,ˆ  ti  предполагается дискретное 

изменение предыдущей оценки ti,̂ , в качестве 

величин, комплексно характеризующих влияние 
факторов первой группы, предлагается исполь-
зовать вероятности изменения оценки исследуе-
мых параметров на каждой итерации. Данные 
вероятности характеризуют переход состояния 
вектора   параметров из t-го состояния в (t+1)-е 
состояние. При этом из-за дискретного измене-

ния оценки ti,̂  на (t+1)-й итерации для ПГ про-

цедуры возможны только три события: 
   Изменение оценки направлено в сторону ис-

тинного значения параметра, тогда: 
 

1,, sgn)sgn(  titi , 
 

где tiiuti ,, ̂ , mi ,1  ‒ рассогласование 

истинного значения параметра î  и его оценки 

на t-й итерации. При этом направление проекции 

псевдоградиента на ось параметров i  совпада-

ет с истинным направлением проекции градиен-
та. Вероятность такого события обозначим 

)( ti  . 

   Изменение оценки имеет направление от ис-
тинного значения: 

 

1,, sgn)sgn(  titi . 
 

Вероятность такого события обозначим )( ti  . 

При этом событии направление проекции псев-

доградиента на ось параметров i  противопо-

ложно истинному направлению проекции гради-
ента. 

   Нулевое изменение оценки. Не происходит 

никакого изменения оценки, при этом 0,  ti . 

Вероятность такого события обозначим )(0
ti  . 

Очевидно, что вероятности )( ti 
, )(0

ti   и 

)( ti 
 составляют полную группу событий: 

 

1)()()( 0  
tititi  

 

Таким образом, при максимизации ЦФ ПГ 

процедуры для случая 0,  ti , )( ti 
 ‒ это ве-

роятность того, что на (t+1)-й итерации проекция 

псевдоградиента i  на ось параметров i  будет 
отрицательной: 

 

      



 

0

1,
)2()1( ˆ,,0 itiiiti dwP ΖΖ

 

где   1,
)2()1( ˆ,,  tiiw ΖΖ  ‒ ПРВ проекции i  

на ось параметров i . Для случая минимизации 

ЦФ )( ti   ‒ характеризует вероятность того, 

что на (t+1)-й итерации проекция псевдогради-

ента i  на ось параметров i  окажется положи-

тельной: Вероятности )( ti   и )( ti 
 будем 

называть вероятностями сноса оценки (ВСО) î  

параметра i . 

Используя плотность распределения веро-

ятности  Ttititi )(),(),()( 0  
 не-

сложно получить явные выражения для ПРВ 
оценок параметров  . В частности, при оцени-

вании параметров изображений для этого удает-
ся использовать свойство нормализуемости про-
екции градиента ЦФ на ось исследуемого пара-
метра при объеме двумерной локальной выборки 
ЦФ больше двух [5]. В качестве примера на рис. 

1 приведены графики функции )( ti 
 для па-

раллельного сдвига при объеме локальной вы-
борки ЦФ μ=1, 3, 5, 10 и 20. Там же показаны 
экспериментальные результаты, полученные 
статистическим моделированием по 500 реали-
зациям на имитированных гауссовских изобра-
жениях с аналогичными параметрами. Пример 
имитированного гауссовского изображения, ис-
пользуемого при моделировании, приведен на 
рис. 2. Анализ показывает хорошее соответствие 
теоретических и экспериментальных результатов 
при μ≥3. 
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Рис. 1. Вероятность сноса оценки для  
параллельного сдвига 

 

 
 

Рис. 2. Пример имитированного изображения 
 

 
 

Рис. 3. Вероятность сноса оценки сдвига при 
оценивании двух параметров 

 

Если оценки искомых параметров зависи-
мы, например, при оценке сдвига h и угла пово-

рота ϕ, то величина ),( 
  hh  при определенном 

сочетании значений   может быть и меньше 0,5. 
Оценки некоторых отдельных параметров в ходе 
работы ПГ процедуры могут ухудшаться при 
улучшающихся оценках ЦФ. Пример такого 
случая приведен на рис. 3. 

Полученная с помощью ПГ процедуры (2) 

последовательность оценок Ttl  ˆ,...,ˆ,...,ˆ,ˆ
0  

вектора параметров  , является m-мерной мар-
ковской цепью. Для релейных алгоритмов эле-
менты матрицы условных вероятностей перехо-
дов из состояния l в состояние t легко могут 
быть выражены через переходные вероятности 

)( ti 
, )(0

ti   и )( ti 
. В [6] получены вы-

ражения для одношаговых ПРВ переходов оце-
нок. Однако при большой размерности вектора 
параметров   резко возрастает требование к 
вычислительным ресурсам. Основными факто-
рами, определяющими требования к вычисли-
тельным затратам, являются число возможных 
значений оценки каждого параметра и размер-
ность вектора оцениваемых параметров. Про-
анализируем возможности уменьшения объемов 
вычислений для данных факторов. 

Вероятность сноса оценок при измере-
нии набора параметров. Разобьем область оп-

ределения 
i

  возможных значений параметра 

i  вектора   на подобласти ki, , iKk ,1 , 

поставив в соответствие каждой ki,  фиксиро-

ванное значение kikia ,,  . При этом i  внутри 

каждой подобласти ki,  будем считать неиз-

менным. Такой переход от непрерывной области 

определения 
i

  к дискретной позволяет апри-

орно выбрать размеры  kk , 


 
m

i
iKk

1
, мат-

рицы    tt jk
i

i ,
)(  одношаговых перехо-

дов, обеспечивающие реализуемость вычисле-
ний при заданном классе вычислительных 
средств. 

Далее воспользуемся тем обстоятельством, 

что на t-й итерации из состояния jia ,  оценки па-

раметра i  вне зависимости от состояния дру-

гих оценок, можно перейти только к состояниям 

kia , , где 

 1,,,,1 ,,,,  titititi vjvjjvjvjk , 

 ititiv  /int ,, , i  ‒ шаг дискретизации об-

ласти определения параметров i . Вероятности 
указанных переходов определяются состоянием 
оценок других параметров и являются матрич-

ными функциями. Каждая подобласть ki, , 
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mi ,1 , iKk ,1 , пространства оценок пара-

метров имеет свои вероятности переходов. Сум-
мируясь, они дают общую вероятность перехода 

оценки i  из состояния jia ,  в состояние kia , . 

Так для двух параметров 1  и 2  общую веро-

ятность улучшения оценки ja ,11   на t-м шаге 

можно выразить как: 
 

   

   212

1

2121

,1

,11~
1





j

T

K

k

kjkj

ptp

ptpp









 
, 

 

где  12 tp k =  kaP 22ˆ  , 2,1 Kk   ‒ вероят-

ность того, что на (t-1)-й итерации величина 2̂  

имеет значения ka2 ;  jiji a ,,  ‒ погрешно-

сти оценки. Аналогичные соотношения возмож-
но записать и для большего числа m параметров. 
Соответственно будет модифицирована матрица 

одношаговых переходов  ti  для параметра 

i , размер которой сократится с 



m

i
i

m

i
i KK

11
 

до ii KK  . Однако, указанное сокращение раз-

мерности достигается ценой потери информации 
о вероятности нахождения оценки вектора пара-

метров ̂  на t-й итерации в каждой из подобла-

стей i . Сохраняются только проекции этого 

пространственного распределения на оси пара-
метров. Но этого достаточно для решения по-

ставленной задачи. Невозможно только одно-
значно восстановить распределение вероятно-
стей в пространстве параметров. 
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