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Одной из ключевых проблем при обработ-
ке цифровых изображений, заданных дискрет-
ными сетками отсчетов, является привязка изо-
бражений [1], которая заключается в установле-
нии соответствия между сопряженными точками 
двух и более изображений. Она возникает при 
решении многих практических задач: при ком-
плексировании данных, полученных с различ-
ных датчиков, компьютерном видении, дистан-
ционных исследованиях Земли, идентификации 
биометрических параметров, в робототехнике, 
медицине, обеспечении государственной безо-
пасности. Решение задачи привязки зачастую 
осложняется различными мешающими фактора-
ми: шумами, помехами на изображениях, изме-
нением освещенности, трансформациями объек-
тов изображений и др.  

Методы оценки параметров привязки 
можно разделить на работающие в частотной и 
пространственной областях. Первые основаны 
на фазовой корреляции, к их недостаткам можно 
отнести вычислительную сложность и ограни-
ченность возможных моделей деформаций. Ме-
тоды пространственной области оперируют с 
отсчетами изображений или выделяемыми 
структурами более высокого уровня. Их удобно 
классифицировать исходя из основных элемен-
тов: модель деформации, тип используемых 
элементов изображения, вид целевой функции, 
метод поиска оптимальных параметров. Выбор 
каждого из этих элементов сужает возможности 
выбора остальных, поскольку они не являются 
независимыми.  
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При решении практических задач более 
эффективными и гибкими являются рекуррент-
ные процедуры, работающие в пространствен-
ной области. При этом высоким быстродей-
ствием обладают процедуры, основанные на 
псевдоградиентной безыдентификационной ад-
аптации:  
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где   ‒ вектор оцениваемых параметров; β  ‒ 

псевдоградиент целевой функции J; tΛ  ‒ 

матрица усиления; t ‒ номер итерации. 
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априорной неопределенности, применимы к 
обработке изображений с плавно меняющейся 
неоднородностью, не требуют предварительной 
оценки параметров изображений.  

Псевдоградиентные процедуры [2] осно-
ваны на оптимизации многомерной целевой 
функции качества оценивания, характеризую-
щей меру подобия (или различия) между парами 
изображений. Существует множество мер [3], 
которые могут быть использованы в качестве 
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целевых функций. Среди мер подобия можно 
выделить корреляционное отношение, энергия 
совместной плотности распределения вероятно-
стей яркостей, взаимная информация Шеннона, 
взаимная информация Реньи, взаимная инфор-
мация Тсаллиса, меры F-информации, стохасти-
ческая и детерминированная смена знаков, по-
рядковая мера, коэффициенты межкадровой 
корреляции, Танимото, минимального отноше-
ния, ранговой корреляции Спирмана, ранговой 
корреляции Кендалла, наибольшего отклонения. 
К мерам различия изображений, которые могут 
быть использованы в качестве целевых функций, 
можно отнести средний модуль разности, ме-
дианы модулей разности и квадрата разностей, 
средний квадрат межкадровой разности, норми-
рованный средний квадрат межкадровой разно-
сти, инкрементальное знаковое расстояние, дис-
персия отношения яркостей, дисперсия отноше-
ния отображения яркостей, среднее ранговое 
расстояние, энтропия совместной плотности 
распределения вероятностей яркостей, исклю-
чающая F-информация. 

Исследования показали, что в условиях 
сильных яркостных искажений изображений 
перспективными являются меры, основанные на 
информационных критериях [4], в частности 
взаимная информация (ВИ). Применение ВИ в 
качестве целевой функции при обработке изо-
бражений долгое время сдерживалось требова-
нием больших вычислительных затрат, особенно 
для методов прямого вычисления ВИ. Снизить 
указанное требование при решении задач оцени-
вания параметров изображений позволило появ-
ление методов восстановления плотности рас-
пределения вероятностей (ПРВ) яркостей изо-
бражений [5] по ограниченной выборке. Это да-
ло возможность синтеза реализуемых процедур. 
Тем не менее, их реализация в современных ин-
формационных системах, характеризующихся 
все более высокими скоростями передачи дан-
ных, остается проблемной, так как требуемый 
объем вычислений остается большим, а вопросы 
синтеза и анализа рекуррентных процедур по 

критерию максимума ВИ изображений – 
исследованными слабо. 

Эффективность взаимной информации 
как целевой функции. Исследована эффектив-
ность использования ВИ в качестве целевой 
функцией в ПГП при различных видах яркост-
ных искажений: аддитивные несмещенные гаус-
совы шумы, линейные и нелинейные искажения 
проведено на имитированных и реальных спут-
никовых изображениях. Для сравнительного 
анализа в качестве целевых функций исследова-
ны также средний квадрат межкадровой разно-
сти (СКМР) и коэффициент межкадровой корре-
ляции (КМК) [6, 7]. Целевые функции, выбран-
ные для исследования, имеют разную размер-
ность, поэтому их численные значения нормиро-
вались. Для наглядности в качестве исследуемо-
го параметра использован взаимный сдвиг h 
изображений вдоль одной из координатных 
осей. Заметим, что выбор в качестве   только 

сдвига, незначительно ограничивает общность 
рассмотрения, поскольку для каждой точки про-
странства оцениваемых параметров проведен-
ные исследования справедливы и для евклидова 
расстояние рассогласования (ЕРР) оценок, ком-
плексно характеризующего произвольный набор 
параметров модели привязки. 

На рис. 1 приведены графики зависимости 
целевых функций от сдвига h при шумах, дис-
персии которых различаются в 10 и 100 раз, где 
q=дисперсия шума/дисперсия сигнала. Кривая 1 
соответствует СКМР, кривая 2 – КМК, кривая 3 
– ВИ (та же нумерация кривых на рис. 2 и 3. 
Видно, что при небольших шумах наибольшую 
крутизну имеет ВИ, что при использовании этой 
целевой функции в рекуррентных процедурах 
обеспечит и большую потенциальную скорость 
сходимости оценок параметров. Эта же функция 
благодаря «острому» экстремуму обеспечит и 
большую точность оценок. Однако при увеличе-
нии интенсивности шума крутизна и максимум 
характеристики ВИ падают. При изменении q от 
0 до 2 величина максимума уменьшается в 15 
раз. 
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Рис. 1. Целевые функции при разном отношении шум/сигнал 
 

В рекуррентных процедурах оценивания 
потенциальную скорость сходимости оценок 
параметров во многом определяет максимальная 

крутизна K целевой функции. Зависимости мак-
симальной крутизны СКМР, КМК и ВИ от q 
приведены на рис. 2. При небольших шумах 
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кривая ВИ имеет существенно большую крутиз-
ну по сравнению с СКМР и КМК, однако по ме-
ре увеличения шума по этому показателю она 
начинает им проигрывать. Если изображения 
отличаются только аддитивными шумами, ис-
пользование в качестве целевой функции ВИ 
при q >0,1 уже потенциально не обеспечит 
большую скорость сходимости оценок привязки 
по сравнению с использованием СКМР и КМК. 
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Рис. 2. Зависимость максимальной крутизны  
от отношения шум/сигнал 

 

Еще одним важным на практике показате-
лем является эффективный рабочий диапазон P 
ПГП, под которым в этой работе понимается по-
добласть области определения параметров при-
вязки, в которой достигаются требуемые точно-
стные показатели при заданных ограничениях 
(вычислительные затраты, число итераций и др.). 
Условием вхождения точки пространства оцени-
ваемых параметров в эффективный рабочий диа-
пазон может являться крутизна целевой функции 
в этой точке, превышающая некоторое критиче-
ское значение. Для примера на рис. 3 приведены 
зависимости потенциального рабочего диапазо-
на от q при критическом значении крутизны 
0,035. Видно, что по этому показателю ВИ при-
мерно вдвое уступает СКМР и КМК, которые 
при отсутствии шума обеспечивают практически 
одинаковый P. С ростом q до 1 рабочий диапа-
зон уменьшается для КМК в 1,65 раза, для 
СКМР – в 1,9 раза, а для ВИ с заданной эффек-
тивностью оценивание возможно лишь до q≈0,5. 

Исследование целевых функций на изо-
бражениях с линейными яркостными искаже-
ниями показало, что лучшие результаты обеспе-
чивает ВИ, немного отстает КМК. Однако учи-
тывая значительный выигрыш КМК по вычис-
лительным затратам относительно ВИ, в боль-
шинстве случаев предпочтителен первый. Но 
для изображений, имеющих значительные нели-
нейные яркостные искажения, единственной ме-
рой, обеспечивающей приемлемую эффектив-
ность, оказалась ВИ. 
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Рис. 3. Зависимость эффективного рабочего 
диапазона от отношения шум/сигнал 

 

Оценка градиента взаимной информа-
ции изображений. Ключевым этапом при нахо-
ждении псевдоградиента ВИ является оценка 
ПРВ яркостей изображений по локальной вы-
борке. Воспользуемся методом окна Парзена [8], 
при котором оценка ПРВ находится как супер-
позиция аппроксимирующих функций, центри-
рованных на яркостях отсчетов, попавших в ло-
кальную выборку. Тогда вероятность яркости z: 
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где )(R  ‒ аппроксимирующая функция.  

Для нахождения энтропии изображения по 
восстановленной ПРВ яркостей обычно исполь-
зуют дополнительную выборку Zb объема μb. 
При этом энтропия рассчитывается как выбо-
рочное среднее логарифма p(Zb, Za):  
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Тогда для псевдоградиента ВИ получаем: 
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σ – параметр ширины аппроксимирующей 
функции. 
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В релейном варианте синтезированная 
ПГП принимает вид: 

 

βsignttt Λ 
ˆˆ

1 , (2) 
 

где: β  - определяется выражением (1). 
Отметим, что при нахождении псевдогра-

диента ВИ наиболее затратной с вычислитель-
ной точки зрения является оценка энтропии (со-
вместной энтропии) исследуемых изображений, 
которая производится на каждой итерации оце-
нивания. Поэтому сокращение вычислительных 
затрат при оценке энтропии дает существенное 
увеличение быстродействия ПГП. Для решения 
поставленной задачи воспользуемся процедурой 
скользящего контроля [9], используемой в зада-
чах машинного обучения при оценке вероятно-
стей по методу окна Парзена. В соответствии с 
этой процедурой из исходной локальной выбор-
ки объемом µ формируется µ возможных раз-
биений. Каждое разбиение делится на две части, 
одна из которых состоит из единственного от-
счета, используемого для оценки энтропии, а 
вторая ‒ из всех оставшихся отсчетов, которые 
используются для оценки ПРВ яркостей изобра-
жения. Выигрыш в вычислительных затратах 
при этом достигается за счет того, что на каждой 
итерации используется одна и та же выборка, как 
для оценки распределения, так и для оценки эн-
тропии изображений: 
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где tji Zzz , . Применяя к решаемой задаче 

данный подход, для псевдоградиента ВИ полу-
чаем выражение: 
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подстановка которого в (2) дает еще один вари-
ант релейной ПГП по критерию ВИ. 

Экспериментальные исследования, прове-
денные на имитированных изображениях при 
использовании в качестве модели привязки мо-
дели подобия, показали, что по сравнению с ал-
горитмом EMMA [10] вычислительные затраты 
на нахождение энтропии изображений сокраща-
ются примерно на 10-15%, а дисперсия погреш-
ности при этом увеличивается в среднем лишь 
на 2,5%.  

Вычислительная сложность синтезиро-
ванных процедур. Детальный анализ вычисли-
тельных затрат на нахождение псевдоградиента 
ВИ требует учета не только особенностей и 
структуры расчетного соотношения, но и боль-
шого числа других влияющих факторов (ско-
рость и условия считывания отсчетов изображе-
ний, тип вычислительного устройства, время на 
операции обращения к памяти, пересылки и др.). 
Многие из этих факторов зависят от конкретных 
устройств регистрации изображений и вычисли-
тельных средств. Ниже приведены некоторые 
результаты анализа вычислительной сложности 
только расчетных соотношений, реализующих 
предложенные способы, через число операций 
(сложения (+), вычитания (-), умножения ( ), 

деления ( 


), взятия корня ( ), тригонометри-

ческих функций ( cossin, ), интерполяции ярко-

сти одного отсчета ( z~ ), экспоненцирования 
(exp ). 

Получены расчетные выражения, позво-
ляющие найти вычислительные затраты и быст-
родействие разработанных способов нахождения 
псевдоградиента ВИ для конкретных вычисли-
тельных средств. Так, суммарные вычислитель-
ные затраты для вычисления псевдоградиента:  

 

expexpsinsin

~~

NcNcNc

NcNcNcNcN zz



 

, 
 

где xez ccccccc ,,,,,, sin~  и 

xez NNNNNNN ,,,,,, sin~  – время и число 

выполнения соответствующих операций. 
Проведено также сравнение вычислитель-

ной трудоемкости с ситуациями использования в 
качестве целевой функции СКМР и КМК. Так в 
таблице приведено число операций, требуемое 
для нахождения псевдоградиента СКМР, КМК и 
ВИ как функции μ при аффинной модели де-
формаций и билинейной интерполяции ярко-
стей.  

На рис. 4 для примера приведены графики 
зависимости времени вычисления псевдогради-
ента ВИ для процессора AMD Turion II X2 
M500, при этом кривая 1 соответствует алгорит-
му EMMA, а кривая 2 – алгоритму вычисления 
по методу скользящего контроля. Последний 
обеспечивает меньшие затраты, при этом выиг-
рыш в быстродействии растет с ростом μ. Одна-
ко при обоих способах зависимость вычисли-
тельных затрат от объема выборки носит квадра-
тичный характер, тогда как аналогичные зави-
симости для СКМР и КМК линейные.  
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Таблица. Число операций на нахождение псевдоградиента для одной итерации  
 

Операция 
Число операций 

СКМР КМК ВИ (EMMA) 
ВИ (скользящий кон-

троль) 

+, ‒ 234   538    816 2

  816 2

 

  1014   1118     102634 2   
  1022834 2   

  10 20  
24   44 2

 
z~  4  4  8  8  
cossin,  2 2 2 2 

 - 5 1 1 

exp  - - 2  2

 
 

400
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EBИ

µ 
45

1

2

0
0

15

800

 
 

Рис. 4. Зависимость времени вычисления  
псевдоградиента от μ  

 

Выводы:  
1. Исследование эффективности использова-

ния в задаче привязки изображений в качестве 
целевой функции ВИ при различных видах ярко-
стных искажений (аддитивный несмещенный 
шум, линейные и нелинейные искажения) пока-
зало, что при рекуррентном оценивании для изо-
бражений, не имеющих мультипликативных яр-
костных искажений, в качестве целевой функции 
целесообразно использование СКМР. При не-
больших аддитивных шумах наибольшую кру-
тизну имеет ВИ, что потенциально обеспечивает 
и большую скорость сходимости оценок пара-
метров привязки. Однако при увеличении шума 
крутизна и максимум характеристики ВИ резко 
уменьшаются. Для изображений, яркости кото-
рых связаны линейным преобразованием, луч-
шие результаты показывает ВИ, немного отстает 
КМК, для изображений, имеющих значительные 
нелинейные яркостные искажения, единствен-
ной мерой, обеспечивающей приемлемую эф-
фективность, является ВИ. 

2. При синтезе ПГП использован метод окна 
Парзена, при котором оценка распределения ве-
роятностей находится как суперпозиция одина-
ковых по форме аппроксимирующих функций, 

центрированных на яркостях всех отсчетов вы-
борки. Показано, что по сравнению с «гисто-
граммными» методами он дает существенно 
лучшее качество оценивания ПРВ. При нахож-
дении псевдоградиента ВИ наиболее затратной с 
вычислительной точки зрения является оценка 
энтропии исследуемых изображений. Предло-
женный способ оценки энтропии, основанный на 
процедуре скользящего контроля, дает по срав-
нению с алгоритмом EMMA сокращение объема 
выборки до двух раз. При этом вычислительные 
затраты на нахождение энтропии изображений 
сокращаются на 10-12 % при незначительном 
увеличении дисперсии погрешности (единицы 
процентов). 

3. Проведенный анализ вычислительных за-
трат на расчет псевдоградиента целевой функ-
ции показал, что способ вычисления, основан-
ный на методе скользящего контроля, обеспечи-
вает выигрыш в быстродействии, который растет 
с увеличением объема выборки. Так, при μ=10 
он составляет 9 %, при μ =30 – 10%, μ =50 – 16%. 
Отметим также, что при μ =10 вычисление псев-
доградиента ВИ с использованием метода сколь-
зящего контроля по сравнению с СКМР требует 
вычислительных затрат в 10,7 раз больше, а с 
применением алгоритма EMMA – в 12,4 раз 
больше. При μ=30 – уже соответственно в 34.5 и 
37.8 раз больше.  

Исследование выполнено при финансовой под-
держке гранта РФФИ № 13-01-00555 _а b государст-
венного задания Минобрнауки России № 2014/232. 
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