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Дискретизация и квантование аналогового 
сигнала приводят к рассмотрению сигнала как 
элемента некоторого конечномерного простран-
ства . В таком пространстве, вообще говоря, 
комплексном, вводится комплексное скалярное 
произведение  и соответствующая эрмитова 
норма  По ортонормированному базису (ОНБ) 

«сигнал» единственным образом 
представляется суммой 

                    
Комплексные коэффициенты описываемого 

представления дают возможность полно-
го восстановления сигнала и часто понимаются 
как «измерения» сигнала. Реальные измерения 
получаются вещественными, и зазор между 

и амплитудами измерений 
 оказывается непреодолимым при вос-

становлении сигнала.
Представляя сигнал в различных базисах, 

можно получить о нем разностороннюю инфор-
мацию. Так, переход от представления по ортам 
к представлению в базисе Фурье, позволяет 
получить частотные характеристики сигнала, 
дающие широкие возможности для его цифровой 
обработки.

Последние годы значительное количество 
работ [3–6] посвящено решению следующей 
задачи: построить системы  для 
которых возможно восстановить  по набору 
чисел 

В классе ОНБ такая задача не имеет решения.
В англоязычной литературе сформулирован-

ная выше задача и связанные с ней вопросы со-

ставляют раздел прикладных исследований под 
названием «PHASE RETRIEVAL» (возвращение, 
воспроизведение фазы).

Пионерской работой в этом направлении 
является работа [3], в которой была доказана 
теоретическая возможность точного восстанов-
ления сигнала (с точностью до унимодулярного 
множителя), если в качестве системы представле-
ния используются полные избыточные системы.

Дальнейшее развитие идет по двум направ-
лениям: 

1) поиск таких систем «измерительных» век-
торов  которые позволят восста-
новить произвольный сигнал  по набору 
вещественных чисел  

2) обоснование возможности восстановления 
произвольного сигнала с большой вероятностью 
для относительно небольшого числа «случайно 
выбранных» измерительных векторов. 

 Второй подход близок теории сжатого 
зондирования.

Следующее определение конкретизирует 
свойство инъективности отображения 

которое является ключевым в описываемом круге 
вопросов.

Определение. Набор векторов  
в  (или ) обеспечивает воспроизведение фазы 
(ВФ), если для любых  (или ), таких, что

 для всех  

получается равенство  где для 

 (и  для  где — единичная окруж-
ность на комплексной плоскости).

Фреймом конечномерного пространства 
называется любая полная система векторов, 
состоящая из, возможно, линейно зависимых 
элементов. Полнота системы означает, что ее 
линейная оболочка равна   [1, 2].

Фрейм  в  обеспечивает вос-
становление фазы тогда и только тогда, когда он 
обладает свойством альтернативной полноты.
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Альтернативная полнота системы  
означает, что  при  произвольном  выборе 

 NS ,,1  либо   ,Snn   либо   CSnn   пол-
ны в 

В частности, полный спарк, содержащий, 
по крайней мере, 12 M  векторов, допускает 

восстановление фазы. Если  
допускает восстановление фазы в , то  

,12  MN никакое подмножество из 22 M  
элементов не может обеспечить восстановление 
фазы. 

Спарком системы называется мощность наи-
меньшего линейно зависимого подмножества 
этой системы. Если спарк системы больше раз-
мерности пространства, то любое подмножество 
из M  элементов линейно независимо, в этом 
случае систему называют  полным спарком [7]. 

В пространстве  свойство альтернативной 
полноты является лишь необходимым условием 
инъективности, а известный критерий [5] имеет 
лишь теоретическое значение.

Как для вещественного, так и для комплекс-
ного пространства  актуальны поиски алгоритмов 
восстановления. 

Для комплексного пространства до сих пор 
неизвестно минимально возможное количество 
векторов системы, обеспечивающей восстанов-
ление фазы. Довольно давно высказана гипотеза, 
что такое число равно . 

Однако недавно был построен пример систе-
мы в R^4, состоящей из 11 векторов и допускаю-
щей восстановление фазы. Что это: особенность 
4-мерного пространства или выражение общей 
закономерности, неизвестно.

Переходим к рассмотрению другого подхода 
решения задачи восстановления фазы. Он осно-
ван на синтезе идей сжатого зондирования  и т. 
н. «подъема фазы» [8]. Подъем фазы поднимает 
нелинейную задачу  в более высокие размерности 
и превращает ее в  линейную.

Пусть 
Вещественные числа  предполагаются из-

вестными результатами измерения амплитуды.
Определим  вещественное  -мерное про-

странство  самосопряженных  
матриц.

Для заданного множества «измерительных 
векторов»  определяется оператор 

матричного анализа соот-
ношением  здесь  
обозначает скалярное произведение Гильбер-
та-Шмидта, индуцирующее матричную норму 
Фробениуса   [9].

Подробнее, 
.

Заметим, что  – линейный оператор, и 

Полученное равенство показывает, что при 
таком расширении процесс измерения амплиту-
ды становится линейным за счет увеличения  раз-
мерности пространства. Добавим теперь к про-
деланному подъему фазы вероятностные идеи 
сжатого зондирования. Задача восстановления 
фазы допускает вероятностную  формулировку:
минимизировать  на множестве не-
отрицательных  матриц   таких, что 

  здесь 
 независимые одинаково распределен-

ные векторы в 
В комплексном пространстве в качестве век-

торов  рассматривают векторы  с равно-
мерным распределением на комплексной сфере 
радиуса  или с нормальным распределением 

+i  
В вещественном пространстве, соответ-

ственно, - равномерное распределение на сфере 
радиуса  или нормальное распределение 

Теорема [8].

Для всех  или  точное решение 
задачи подъема фазы существует с вероятностью 

 если количество измерений 
 где  и  абсолютные константы.

Таким образом, точное восстановление сиг-
нала с большой вероятностью  возможно сразу 
для всех входящих сигналов.

 Если  измерения  искажены   шумом  
 

т о  м и н и м и з и р у е т с я  с у м м а 
 на множестве всех не-

отрицательных матриц 
Решение последней задачи (обозначим его 

) по случайным векторам равномерного и 
нормального распределения с вероятностями 
той же асимптотики, что указана в предыдущей 
теореме, удовлетворяет оценке 

            
с некоторой абсолютной константой 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Минобрнауки России в рамках базовой части госу-
дарственного задания, проект №204.
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