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В работе предлагается новая методика применения  диофантовых уравнений с показательной 
функцией, позволяющая получить неулучшаемые оценки остаточных членов в центральной и ло-
кальной предельных теоремах и теореме  об асимптотике больших уклонений для распределения 
дробных долей показательной функции.
Ключевые слова: диофантовы уравнения;  показательная  функция; центральная  предельная тео-
рема; локальная  предельная теорема; асимптотика больших уклонений.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть q 2 – фиксированное целое число, а f 
(t) – вещественнозначная, интегрируемая  с ква-
дратом на отрезке  [0, 1] периодическая функция 
с периодом 1 и коэффициентами Фурье
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где A>0 и >1/2 – постоянные. Для любого целого 
числа N 2 положим
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Согласно  центральной  предельной теореме 
для распределения дробных долей показательной 
функции  (теорема Форте-Каца;  см., например, 
книгу А.Г.Постникова [1, §15]), существует конеч-
ный предел
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причем в случае, когда 0 ,  при всех веще-
ственных x выполняется соотношение

),(=)(lim xxF
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(1.6)

где Ф(x) – нормальная функция распределения с 
параметрами (0,1).

Исследование асимптотики в соотношении 
(1.6) для различных классов функций f (t)  про-
водилось как чисто вероятностными  методами 
(наиболее значимый здесь результат  объявлен 
в работе И.А.Ибрагимова  [2]; однако в его дока-
зательстве имеются пробелы, устранить которые 
автору не удалось), так и с привлечением ариф-
метических  средств ([1, § 15], [3] – [6]), коль скоро 
задача, породившая соотношение (1.6), имеет 
не только вероятностную, но и арифметическую 
природу.

В основе всех упомянутых работ лежит 
оценка модуля разности характеристических 
функций )(

N
 и /2}{e=)( 22 xp   рас-

пределений  F и Ф соответственно. В настоящей 
работе, используя  новую методику применения 
диофантовых уравнений с показательной функ-
цией, мы прежде всего доказываем следующее 
утверждение.

Теорема 1.  Если 0 , то  существуют по-
ложительные постоянные N 2,  c1 и c2 ,  завися-
щие от A,  и ,   такие, что при всех целых NN0 
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Из справедливости неравенства (1.7) в об-

ласти  Nc
1

||   стандартными приемами, 
связанными  с применением  теоремы  Эссеена  
(см., например, [7, с. 211, теорема 1] или [8, с. 137, 
теорема 2]), выводится 

Теорема  2. (Центральная  предельная теоре-
ма). Для всех (1/2,1]  с 0  при N   
равномерно относительно  x, −∞<x<∞ выполня-
ется соотношение
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с положительной постоянной в символе  “O”   за-
висящей от A,  и .

При доказательстве  теоремы  1 мы исполь-
зуем  не моменты распределения FN,M ,  в которое 
переходит FN в результате замены функции  f(t)   
M –ой частичной суммой ее  ряда Фурье с  M 2,  
растущим вместе с  N (так  поступали А.Г.  Пост-
ников и Р. Х.  Мухутдинов), а его семиинварианты  
k (N, M ) (k=2, 3, . . . ) , для которых нами получено 
представление
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где штрих у знака суммы  показывает, что из 
области суммирования исключено значение 
m=0,  а символом Wk =Wk (n1 , . . . , nk )  обозначено 
следующее условие:
Для  каждого  набора     (m1 , . . . , mk ) отличных  от  
нуля  целых  чисел mi  (i=1, 2, . . . , k)  при всех r=1, 
2, . . . , k−1  для любых r  чисел j1 < ... <jr  мно жества 
{1, 2, . . . , k}   выполняется неравенство
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Представление семиинвариантов распределения 
FN,M , в виде (1.9) позволило провести их оцени-
вание, осуществляя должным образом организо-
ванный перебор решений (m1 , . . . , mk ) уравнения
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(1.10)

с заданными 1},{0,1,2,  Nn
i

  (i=1, 2, . . 
. , k) (т.е. линейного уравнения!), в то время, как 
оценивание моментов распределения FN,M сво-
дилось к оцениванию числа решений уравнения 
(1.10) с заданными целыми mi 0 (i=1, 2, . . . , k) 
от- носительно неизвестных  (n1 , . . . , nk ){0, 1, 2, 
. . . , N −1},  т.е. к рассмотрению уже нелинейного 
уравнения.

В работах автора [4] – [6] и  [9] рассматривалась  
и асимптотика больших уклонений. В настоящей 
работе, используя полученные оценки семиинва-
риантов k (N, M )  и теорему В. А. Статулявичуса 
[10] ( см. также  [8], с. 307, п. 10) о
восстановлении асимптотики больших уклоне-
ний по семиинвариантам распреде-
ления, мы доказываем следующее утверждение.

Теорема  3. (Асимптотика больших укло-
нений). Для всех (1/2, 1] с   0 существует 
постоянная   = (A, , )>0,   такая, что в области            
2 xN1/6 при N ∞  выполняются соотношения
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(1.12)

с положительными  постоянными в символах “O”, 
зависящими от A,  и .

Если

)<(0
,}{o0
,}{o1

1{=)(=)( 






t
tf
tf

mmttf 

с [0,1)),[=  ba  и  1<|=| ab   и, следо-
вательно, сумма

2)(})({=),(
1

0=
NtqtQ n

N

n
N 



 

дает количество дробных долей {qnt}, попада-
ющих в промежуток ∆, когда n пробегает целые 
значения  от 0 до N −1,   то ∆= 0  (см. работу [11]) 
и справедлива локальная предельная теорема 
для распределения дробных  долей показатель-
ной функции, доказанная Д. А. Москвиным и А. 
Г. Постниковым в работе [12]. В своих арифме-
тических конструкциях авторы работы [12] ис-
пользовали лемму 1 работы И. А. Ибрагимова [2], 
дающую в области ln/|| NNc ,  где c>0 – по-
стоянная, оценку модуля разности характеристи-
ческих функций N () и () распределений FN и  
соответственно. Если же использовать более силь
ное, нежели лемма И. А. Ибрагимова, утвержде-
ние  – теорему 1 настоящей работы, то теорема, 
содержащаяся в [12], почти автоматически при-
мет следующий вид:

Теорема  4. (Локальная предельная теорема). 
При N   ∞  равномерно относительно  ,   =0, 1, 
2, . . . ,  выполняется соотношение

)1(}
2

)||({exp
2

1=}=),(:[0,1]{m 2

2

N
O

N
N

N
tQtes

N













с положительной постоянной в символе “O”, за-
висящей от ∆   и |∆|.

Оценки остаточных  членов теоремах 2 – 4 
такие же по силе, что и в аналогичных теоремах 
для распределения сумм независимых случайных 
величин, а значит, – неулучшаемые.

2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Очевидно, теоремы 1 – 3  достаточно доказать 

для случая 0=)(=
1

0
0

dttfa  ,  поскольку  к  нему

сводится и общий случай: надо только вместо 
функции f(t) рассматривать функцию .)(

0
atf    

Будем поэтому далее считать, что
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где штрих у знака суммы 
m
означает, что из об-

ласти суммирования исключено значение m=0. 
В этом случае выражение  (1.2) для суммы SN (t) 
принимает вид:
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Заметим, что, вследствие вещественнознач-
ности функции f(t), при всех целых m 0 спра-
ведливо равенство
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Для целых чисел N 2 мы полагаем
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Очевидно, 2

N
  является дисперсией рас-

пределения FN .
Положим еще C1 =2A2 /(2−1) и  C2 =35C1 =70A2  

/(2−1) и, следуя работе [1, §15, с. 84], докажем 
следующее утверждение.

Лемма 1. Существует конечный предел
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причем при всех целых N 2 выполняется не-
равенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы. Положим
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(таким образом, =
0

  || f ||2).
Докажем сначала следующую оценку:

).0,1,2,=(
2

|| 1 k
q

C
kk            (2.8)

Действительно, так как, вследствие (2.1), при 
k=0, 1, 2, . . .
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и, в силу равенства Парсеваля,
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то, с учетом соотношений (2.3) и (1.1), будет:
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Поскольку функция f(t)  – периодическая с периодом  
1, то, в силу равенств (2.4), (2.2) и (2.7), мы имеем:
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(2.9)

А так как, в силу оценки (2.9),
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мы, вследствие равенств  (2.9), получаем:
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Отсюда, используя оценку (2.8), выводим нера-
венство (2.6):
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а из неравенства (2.6) вытекает и соотношение  
(2.5). Лемма 1 доказана.

Если 0, ,   
2
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CN   то, вследствие оценки (2.7), будет:
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 (2.11)

Взяв произвольно  целые числа N2 и M2, 
введем в рассмотрение вещественнозначный 
тригонометрический  многочлен степени M
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с теми же коэффициентами Фурье am , что и у ис-
ходной функции f(x),  и вещественнозначные же, 
периодические с периодом 1 функции
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Лемма 2. Справедлива оценка
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Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы. Если n1 и  
n2  – целые, 0,

12
nn , то, в силу (2.13),
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Но тогда, вследствие равенства Парсеваля,
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а отсюда, вследствие (2.3) и (1.1), получаем:
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Поэтому, в силу равенств (2.14) и (2.13),
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Лемма 2 доказана.
Пусть
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(2.17)

Лемма 3. При всех вещественных x справедливы 
неравенства
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(2.18)
Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы. Вследствие 

равенств (1.3), (2.17) и (2.15), при всех веществен-
ных x мы имеем:

 }1<)()(,<)(:[0,1]{m=)(
, N
tStSxtStesxF
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 }1)()(,<)(:[0,1]{m
, N
tStSxtStes

MNNN
  

 }1<)()(,<)(:[0,1]{m
, N
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MNNN
  

)1(=}1<)(:[0,1]{m
,, N
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N
xtStes
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(2.19)

и

=}1)()(:[0,1]{m
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N
tStStes

N
xtStesxF

MNN
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}.1)(
~

:[0;1]{m)1(= ,, N
tStes

N
xF MNMN

 (2.20)

Но, в силу неравенства П.Л.Чебышева  и оценки 
(2.15),

.
7

<)(
~

}1|)(
~

:|[0;1]{m 12

2

1

2

,

1

0

2

,  
M

NC
dttSN

N
tStes MNMN 

Отсюда и из соотношений  (2.19) и (2.20) вы-
текает неравенство (2.18). Лемма 3 доказана.

Следствие. При любом вещественном x  
выполняются неравенства
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(2.21)

Лемма 4. При всех вещественных  справед-
ливо неравенство

(,
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|<)()(| 1)/2(2
4

,  




M

C
MNN

    
(2.22)

где .12/4=
4

AC

Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы. Вследствие ра-

венств (1.4) и (2.18), неравенства |,||1| 
 
i
e

справедливого при всех вещественных ,  нера-
венства Коши-Буняковского и оценки (2.16), при 
всех вещественных  
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C
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Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Если выполняется условие
1)3/(2 

NM ,                      (2.23)

 то справедлива оценка

.
3

|<| 222

, N

C
MN

 
                 

(2.24)

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы. В силу 
равенств  (2.10) и (2.7) и неравенства (2.6),
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Переписав это соотношение для функции  fM(t)  
(т.е. с учетом (2.18), (2.15) и (2.13)), получаем:
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Но, в силу равенства Парсеваля, при любом 
целом k 0
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Поэтому, вследствие (2.3) и (1.1), при выполнения 
условия (2.23), будет:
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Отсюда и из оценки (2.6) следует, что
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Лемма 5 доказана.

Если 0,  ,
1)(2
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и выполняется (2.23), то, в силу (2.24),
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(2.26)

3. СТРУКТУРА ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ 
ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ FN,M

Для любых целых чисел N 2 и k 2, 
любого натурального числа p k−1  и любого 
упорядоченного набора целых чисел (n1 , n2 , . . . , 
nk )  с 0 ni N −1 (i=1, 2, . . . , k) будем обозначать 
символом  W(p)

k(p)= Wk(n1 , . . . , nk ) следующее 
условие:

Для каждого набора отличных от нуля целых 
чисел (m1 , m2 , . . . , mk ) при всех r=1, 2, . . . , p  для 
любых r  чисел j1 < ... <jr  множества {1, 2, . . . , k}

0.
1

1 
r
j

r
jn

j

jn

mqmq 

 Для каждого целого числа N 2 выбираем про-
извольно  целое число M 2, удовлетворяющее 
условию (2.23), и при всех целых k 2 и нату-
ральных p k−1 полагаем:
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(3.1)

  =  k
(k−1).                               (3.2)

Оценим величины k
(p) ( k 2,  p (k−1).   В  силу 

равенств (2.17),  (2.14) и (2.12),
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Поэтому, в силу соотношения (2.24) (справед-
ливого вследствие условия (2.23)),

1).|<(|
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=== 222
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N

C
MN

 (3.3)

 Рассмотрим теперь случай k 3.
 Лемма 6. При всех натуральных  k 3 и  k−1  

справедливо неравенство
.)(3<|| /2)( kkp

k
NA

                   
(3.4)

 Д о к а з а т е л ь с т в о    л е м м ы.  Заметим, 
что, вследствие (3.1) и (1.1),
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(3.5)

Взяв произвольно упорядоченный набор це-
лых чисел (n1 , n2 , . . . , nk ) с 0 niN −1 (i=1, 2, . . . , 
k),  для которого выполняется  условие 

 
)( p

k
W  1),13,( kpk 

рассмотрим уравнение

0(=
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1

k

k
nn

mqmq 
              

(3.6)

 относительно неизвестных (m1 , . . . , mk ).
 Предположим, что  (m'1 , . . . , m'k )  и  (m''1 , . . 

. , m''k)  – два решения уравнения (3.6), все ком-
поненты которых – целые числа, отличные от 
нуля. Пусть

v =
 {p, если  p 2, 

          k−1,     если  p=1.
Таким образом, 2 v k−1.
Возьмем произвольно  v  чисел j1 < ... <jv  мно-

жества {1, 2, . . . } и положим
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(3.7)

В силу условия 0.0¸,
)(

 llW
p

k
  Скла-

дывая почленно равенства (3.7), предварительно 
умноженные на l'' и −l'   соответственно, получим:
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v
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v
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v
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А это, вследствие условия ,
)( p

k
W  возможно 

лишь при
0,=,0,=

11 v
j

v
jjj

mlmlmlml  

т.е. только тогда, когда наборы  ),,(
1 v

jj
mm    и 

),,(
1 v

jj
mm    пропорциональны. А поскольку

числа æ1 < ... <jv   взяты из множества {1, 2, . . . 
, k}  произвольно и v 2, то пропорциональны 
и наборы  ),,(

1 k
mm    и ),,,(

1 k
mm   ,   т.е. 

эти наборы определяют целочисленные точки 
k – мерной плоскости, лежащие на одной и той 
же прямой, проходящей через точку  (0, 0, . . . , 0).

Таким образом, каждое решение уравнения 
(3.6) с целыми компонентами, отличными от нуля, 

имеет вид ),,,( 00

1 k
smsm   где ),,( 00

1 k
mm   – 

упорядоченный набор отличных от нуля взаимно 
простых целых чисел (будем называть его базовым 
набором целых чисел для соответствующего  набо-
ра целых чисел (n1 , . . . , nk ) ) и s – некоторое целое 
число, отличное от нуля. Поэтому для взятого 
набора целых чисел (n1 , . . . , nk )  будет:
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(3.8)

так как  <1/2  и  k 3. Отсюда и из неравенства 
(3.5) следует, что
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Лемма 6 доказана.
Лемма 7. При всех целых k 3 справедлива 

оценка
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(3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы. В силу (3.2), 
(3.5) и (3.8), при всех целых k 3
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 (3.10)

где 00

1
,,

k
mm  – компоненты базового набора 
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целых чисел, порожденного  соответствующим 
набором целых чисел (n1 , . . . , nk ); в частности, 
справедливо равенство
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Отсюда и из неравенства (3.10) следует, что 
при всех целых k 3  
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Для r=2, 3, . . . , k  положим
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Очевидно,
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(3.14)

и при любом r = 2, 3, . . . , k
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(3.15)

В силу соотношений (3.11) и (3.12), при всех 
целых k 3
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где, с учетом соотношений (3.13) и (3.15), при 
любом целом k 3 








 )/2
1

(

]
1)(

[

1

0=

1

0=
2

1

0=
1

1=
k
n

k
n

k

k
W

k
n

k
n

n

n

N

n
k

q
B 

 

=
|)(|

1

1/20

1

0

2

120

1

110

1

0

1 












kk

k
n

k
n

k
nn

k
mmqmqmm 

<
|)(|

1)1(= 1/2

1

0

1

0

1

0

2

0

1

)/2
1

(

1

0=

]
1)(

[

2

0=
1

1

0=
2

1

0=
1 

















kkkk
k
n

k
n

k
n

k
n

k

k
W

k
n

k
n

n

n

N

n bmmmmq 


=
||

2
2
7< 1/2

1

0

2

0

1

]
2)(

1
[

2

0=
1

1

0=
2

1

0=
1 












kk

k

k
W

k
n

k
n

n

n

N

n bmm 


=
|)(|

1
2

27=
1/20

2

120

1

110

2

0

1
]

2)(

1
[

2

0=
1

1

0=
2

1

0=
1






















k

k
n

k
n

k
nn

kk

k
W

k
n

k
n

n

n

N

n mqmqmm 



,5<
2

27=
11  kk

BB

поскольку

 

.
2
7<

2

1<1=1
/2

0=
/2

1

0=
)/2

1
(

1

0=
r

r
r

k
n

rk
n

k
n

k
n

k
n qq









Если k 4, то, рассуждая аналогично, получим 
неравенство  Bk−1 <5Bk−2 ,  а значит, и неравенство     
Bk < 52Bk−2.  И т. д. Повторив наши рассуждения 
нужное число раз, мы при любом целом k 3 по-
лучим неравенство Bk <5k−2B2, из которого, в силу 
оценки (3.14), следует, что
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6
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2
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А отсюда, в силу (3.16), вытекает справедли-
вость при всех целых k 3 неравенства (3.9):
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Лемма 7 доказана.
Центральным моментом в доказательстве 

наших теорем является следующее утверждение, 
более слабые варианты  которого содержатся в 
работах автора [4] и [9].

Лемма 8. При всех вещественных   справед-
ливо равенство
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 (3.17)

Так как N,M () – характеристическая функция 
распределения  FN,M ,  то утверждение леммы озна-
чает, что величины k (N, M )  (k=2, 3, . . . ) являются 
семиинвариантами этого распределения.

Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы. В силу со-
отношения (3.3),
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где, с учетом равенства (3.18),
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символом Ds   обозначено условие:
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где {j1 , j2 }, {j3 , j4 }, . . . , {j2s−1 , j2s } – любое из 
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возможных (равноправных) неупорядоченных 
разбиений множества {1, 2, . . . , 2s} на s  непере-
секающихся неупорядоченных  2 – подмножеств, 
а символом  Dl  при l=0, 1, . . . , s−2 обозначено 
условие:
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извозможных неупорядоченных разбиений 
множества {1, 2, . . . , 2s}  на непересекающиеся l  
неупорядоченных  2 – подмножеств и одно неупо-
рядоченное  (2s−2l) – подмножество (при l=0 пары 
{j1 , j2 }, . . . , {j2l−1 , j2l } отсутствуют). Следовательно, 
с учетом равенства (3.3),
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и при l=0, 1, . . . , s−2
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Таким образом, при s=2, 3, . . .  справедливо 
равенство
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(3.19)

Рассуждая аналогично и  учитывая  равенства 
(3.18),  получим, что  при s=1, 2, . . .  выполняется 
равенство
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В силу равенств (2.17), (2.14) (2.12) и (3.1), мы 
имеем:
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А так как, вследствие оценки (3.4), при всех 
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определяющий N,M () , при всех вещественных  
 абсолютно сходится и, значит, члены в нем 
можно переставлять и группировать как  угодно. 
Поэтому, в силу равенств (3.18) – (3.20), из (3.21) 
следует, что
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Вследствие абсолютной сходимости ряда 
(3.22) при всех  (−∞, ∞), ряды (3.24) и (3.25) 
также абсолютно сходятся при всех вещественных  
и, значит, члены в них можно переставлять и 
группировать как угодно. Поэтому при всех  
(−∞, ∞) имеем:
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Отсюда, в силу (3.23), следует, что при всех 
(−∞, ∞)
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В силу равенств (3.2),
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 Если же  s=2, 3, . . . ,  то, вследствие равенства 
(3.1),
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символом D's   обозначено условие:
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где {j1 , j2 , j3 , }, . . . , {j3s−2 , j3s−1 , j3s } – любое из
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возможных (равноправных) неупорядоченных 
разбиений множества {1, 2, . . . , 3s} на s  непере-
секающихся неупорядоченных  3 – подмножеств, 
а символом  D'l  при l=0, 1, . . . , s−2 обозначено 
условие:
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где {j1 , j2 , j3 }, . . . , {j3l−2 , j3l−1 , j3l }, {j3l+1 , . . . , j3s } – лю-
бое из
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возможных неупорядоченных разбиений мно-
жества {1, 2, . . . , 3s}  на непересекающиеся l  
неупорядоченных  3 – подмножеств  и одно не-
упорядоченное  (3s−3l) – подмножество (при l=0  
тройки  {j1 , j2 , j3 }, . . . , {j3l−2 , j3l−1 , j3l } отсутствуют).

Следовательно, с учетом равенства (3.15),
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и при l=0, 1, . . . , s−2
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Таким образом, при s=2, 3, . . .  справедливо 
равенство
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(3.28)

Рассуждая аналогично и  учитывая  равенство 
(3.27),  получим, что  при s=1, 2, . . .  выполняются 
равенства
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Пусть
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Так как, вследствие оценки (3.4), при всех 
(−∞, ∞)
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то ряд, стоящий в правой части равенства (3.30), 
при всех вещественных   абсолютно сходится и, 
значит, члены в нем можно переставлять и груп-
пировать как угодно. Поэтому, в силу равенств 
(3.27) – (3.29), из соотношения (3.30) следует, что
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Так как ряд (3.30) при всех  (−∞, ∞), абсо-
лютно сходится, то при всех вещественных   аб-
солютно сходятся и ряды (3.32) и (3.33), а значит, 
члены в них можно переставлять и группировать 
как угодно. Поэтому
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Отсюда, в силу (3.31), следует, что при всех 
вещественных    справедливо равенство
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 Из равенств (3.26), (3.30) и (3.34) вытекает, 
что при всех  (−∞, ∞)
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Еще раз повторив наши рассуждения, полу-

чаем, что при всех вещественных 
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И т.д. А так как, в силу оценки (3.4), для любого 
  (−∞, ∞) при p  ∞
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то, продолжая наш процесс, мы при всех веще-
ственных    придем к равенству (3.17). Лемма 8 
доказана.

Положим
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Лемма 9. Пусть )(2,6max0,
5
CN и вы-

полняется условие (2.23). Тогда при всех веществен-
ных  , удовлетворяющих условию
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 Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы. Так как 
для любого комплексного числа z

,1 zz eze 

то, в силу соотношений (3.17), (3.3) и (2.27), при 
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Если же   удовлетворяет условию (3.36), то, 

вследствие (3.9) и (3.35),
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 Кроме того, вследствие неравенств  (2.24) и 
(2.25), будет:
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Наконец, используя оценки (3.39) и (3.40) и 

равенства (3.35), получаем:
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Лемма 9 доказана.

4. ЗАВЕРШЕНИЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 
ТЕОРЕМ 1 И 2

Пусть  )(2,6max0
5
CN  (а  значит, 

3
6CN ) и выполняется  более сильное, нежели 

(2.23), условие

.(1)/(2)22(1   NceM                       (4.1)

В этом случае при всех вещественных , удов-
летворяющих условию (3.36), мы имеем:
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а значит, вследствие неравенства  (2.22),
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и, в силу оценок (4.3) и (3.37),
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Теорема 1 доказана.
Из справедливости  неравенства  (1.7) в обла-

сти (3.36) стандартными приемами, связанными 
с применением  теоремы  Эссеена (см., например, 
[7, с. 211, теорема 1] или [8, с. 137, теорема 2]), вы-
водится, что при N   ∞  равномерно относитель-
но x,  −∞<x<∞, выполняется соотношение
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а значит, и соотношение
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с постоянной в символе "O", зависящей от A,    и .

В силу соотношений (2.11) и ,6
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CN  при всех 
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Отсюда и из соотношения (4.4) следует, что при 
N ∞ равномерно относительно x,  −∞<x<∞, вы-
полняется соотношение (1.8). Теорема 2 доказана.

5. ЗАВЕРШЕНИЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 
ТЕОРЕМЫ 3

Пусть 0,  Nmax(2, 6C5 ) и выполняется 
условие (2.23), а значит, справедливы неравенства 
(2.26) и (2.27).
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где k  (k=3, 4, ... ) – семиинварианты распределе-
ния FN,M .  Пусть
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(5.1)

а в силу теоремы В.А. Статулявичуса о восста-
новлении  асимптотики больших уклонений по 
семиинвариантам  распределения ([10]; см. так-
же  [8], с. 307, § 18.4.10), существует абсолютная 
постоянная 0 >0, меньшая единицы, такая, что 
для любого числа (0, 0 ) при всех x,  удовлет-
воряющих условию ,1

,MN
x  при N ∞ вы-

полняются соотношения
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где постоянные в символах “O” зависят лишь от 
,  а () – степенной ряд Крамера, сходящийся в 
области | |<0 .  Но тогда, взяв =0 /2,  мы, в силу 
неравенства (5.1) и сходимости ряда Крамера в 
области | |<0 ,  получаем, что при всех веще-
ственных x,  удовлетворяющих неравенствам 

,1
7
NCx  при N∞ выполняются соотношения
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с постоянными в символах “O”, зависящими от A, 
  и .  Поэтому найдется постоянная C8 =C8 (A, , 
)>0,  такая, что в области

(1 1/6
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NCx

                            
(5.2)

при N ∞  будут справедливы соотношения
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и
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(5.4)

с постоянными в символах “O”, зависящими от 
A,  и .
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Естественно, в соотношениях (5.2) – (5.4) зна-
чения N   должны быть столь большими, чтобы по-
мимо неравенства  )(2,6m

5
CaxN   выполнялось 

еще неравенство 1.
1/6

85
NCC  Мы будем считать, 

что выполняется  более сильное неравенство

3.
1/6

8
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(5.5)

 Заменяя в (5.2) – (5.4) x на ,/
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получим, соответственно,
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 Перепишем неравенства (5.6) в равносиль-
ном виде:
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Будем считать еще, что  ).7/(3N  В силу 
(2.26),
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а с учетом неравенства (5.5), –

 
2.>

7
15

7
5=

7
1

7
6

7
3

7
6>

1/6

8

1/6

8

1/6

8

1/6

8

1/6

8

,





NCNCNC

NC
N
aNCMN








Следовательно, область
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(5.10)

где C9 =5C8 /7 содержится в промежутке (5.9), а 
значит, соотношения (5.7) и (5.8), будучи спра-
ведливыми в этом промежутке, выполняются и 
в области (5.10).

 Лемма 10. Для любого числа x  из области  
(5.10) справедливо соотношение
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где  a= ± 1,  а постоянная в символе  “O” зависит 
от A,  и .

Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы. В силу соот-
ношений (2.26) и (2.25), для любого x из области 
(5.10) мы имеем:
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где )}.7/(12)({e1= 2

9510



CCxpC  Лемма 10 доказана.

 
Следствие. Для любого  x  из области (5.10) 

выполняется соотношение
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(5.12)

с a= ± 1 и постоянной в символе “O”, зависящей от 
A,  и .

Действительно,  соотношение  (5.12) вытека-
ет из соотношения (5.11) вследствие равенства 

),(1=)( xx  справедливого при всех ве-
щественных x.

Далее, поскольку при всех x>0

1)<<(0)(1
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1=)(1 2

/22


 x
e
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x x  

(см., например, [13, с. 248]), при всех x 2 мы 
получаем:
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 Поэтому при всех вещественных  x  из области 
(5.10), в силу соотношений (5.11) и (5.12),
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где a= ± 1,  а постоянные в символах “O” зависят 
от A,  и . А отсюда и из соотношений  (5.7) и 
(5.8) вытекает, что при всех вещественных  x  из 
области (5.10) будет:
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с a= ± 1, и постоянными в символах “O”, завися-
щими от A,  и .

Будем считать, что ,
9

1/3
CN    а значит, .)( 21/6

9
NNC 

Тогда, в силу условия (4.1) и неравенства (5.13), 
при всех вещественных x из области (5.10) имеем:
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Из справедливости в области (5.10) соотно-
шений (2.21) и (5.14) – (5.16) вытекает справед-
ливость в этой области и соотношений (1.11) и 
(1.12). Теорема 3 доказана.
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Относительно доказательства теоремы 4 
практически все сказано  в пункте 1 работы.

В связи с повышением в последнее время 
интереса к исследованиям дискретных распре-
делений, заметим, что предложенная в работе 
методика  применения диофантовых уравнений 
в предельных теоремах для распределения дроб-
ных долей показательной функции может быть 
использована и в задачах о распределении вы-
четов показательной функции с растущими мо-
дулями, например, в русле работ автора [14] – [16].

В заключение можно полушутя – полусерьез-
но сказать, что представленная работа, как и бо-
лее ранняя работа [6], в частности, реабилитирует 
довольно широко распространенное до выхода 
в свет работы [3] мнение, что количественные 
результаты, полученные с привлечением аппа-
рата теории чисел, как  правило, более точны, 
чем аналогичные результаты,  полученные без 
использования арифметических средств.
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The paper proposes a new method of application of Diophantine equations with an exponential function, which 
allows to obtain sharp estimates remainder in the central and local limit theorem and the theorem on the 
asymptotic behavior of large deviations for the distribution of the fractional parts of an exponential function.
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