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ВВЕДЕНИЕ

Бесконтактный оптический способ измере-
ния получил широкое распространение в различ-
ных технологических процессах и измерительных 
системах. Оптические устройства применяются 
для измерения расстояния – либо в виде дально-
меров или в виде профильных сканеров, которые 
позволяют строить 2D контур (профиль).

 При производстве труб возникает вопросы 
контроля диаметра трубы и оценки ее отклоне-
ния от номинала. В современном производстве 
для этих целей используют профильные систе-
мы, которые позволяет измерять контур объек-
та, представляя его в виде совокупности точек 
(см. рис. 1 а). Измеренный контур трубы, что 
естественно,  будет представлять собой эллипс 
(см. рис. 1 б). 

Задача оценивания параметров эллипса ин-
тересна не только с практической, но с научной 
точки зрения. С точки зрения науки интерес 
представляет вывод алгоритма оценивания со-
вокупности его параметров (значению полуосей, 
координат центра эллипса и угла поворота). А 
практическая значимость работы заключается в 
применении разработанного способа для автома-
тизации сбора параметров по контролю качества 
труб и конических поверхностей.

1. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ

Исследования в этой области, а именно оце-
нивание параметров эллипса, проводилось в 
основном зарубежными авторами [1]-[7]. Осно-
вополагающей работой является [1], в которой 
автором предложен следующий подход: уравне-
ние эллипса записывается в форме:
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п ри  к о т о р ом  вып ол н я е т с я  у с л о в и е 
15,0 222  cba  (алгебраическая  инва-

риантная константа, верная для уравнения 
эллипса). После нахождения коэффициентов 
 fedcba , определяются канони-
ческие параметры эллипса – величина большой 
и малой полуоси, угол поворота и координаты 
центра.

В работах [2]-[7] алгоритмы строятся анало-
гичным образом, с той лишь разницей, что вы-
бираются другие инварианты. 

В данной статье предлагается новый способ 
к решению указанной проблемы. Он отличается 
более общим методологическим подходом при 
выводе алгоритма оценивания параметров, не 
предполагает наличие инвариантов и использует 
только аналитические уравнения, описывающие 
контур. 

Основная идея заключалась в оценке параме-
тров эллипса с помощью итерационных методов 
решения нелинейных уравнений, содержащие 
функции синуса и косинуса. Эта идея была под-
сказана устройством фазовой автоподстройки 
частоты (ФАПЧ). В частности, похожий прием 
был использован в работе [8] для оценивания 
параметров компенсатора искажений квадра-
турного амплитудного модулированного сигнала 
(КАМ-сигнала). Представленная работа является 
продолжением работы [9] и [10], где были ис-
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пользованы похожие приемы для оценивания 
параметров контура на плоскости. 

Эллиптические контуры представляют собой 
линии второго порядка – окружности и эллипсы, 
которые описываются уравнением вида:
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В ходе измерений производится оценка 
параметров контура, по которым определяется 
качество его изготовления – отклонение от но-
минальных параметров и дефекты изготовления.   

Преобразование , связывающее  меж-
ду  собой  координаты  эллипса  ( x ,  z ) 
( см .  формулу  1 )  и  координаты  кон -
тура, получаемого в профильной системе 
(xs, zs), имеет вид:
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Задача оценивания состоит в оценке пара-
метров: значению полуосей, координат центра 
эллипса и угла поворота по измеренным коор-
динатам (xs, zs).

2. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Разработанный алгоритм состоит из двух по-
следовательных этапов. 

На первом этапе производится грубая оценка 
параметров a, b, X, Z,  ,  где a – большая полуось, 
b – малая полуось, (X, Z) – координаты центра 
эллипса,   – угол поворота. 

На втором этапе производится точная оценка 
параметров a, b, X, Z,  . Этап точной оценки па-
раметров позволяет почти на порядок уменьшить 
погрешность оценивания параметров. 

Для вывода алгоритма в данной статье были 
использованы два метода: 

 – решение нелинейного уравнения мето-
дом Ньютона, которое сводится к решению 
уравнения   0xf  итерационным способом 
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n
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1 ;

– решение системы нелинейных уравне-
ние методом простой итерации, которая сво-
дится к следующему: для  системы уравнений 
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, итерационное решение  –

   nnnnnn zxgzzxfx ,,, 11   .

3. АЛГОРИТМ ОЦЕНИВАНИЯ 
КООРДИНАТ ЦЕНТРА ЭЛЛИПСА

Для вывода алгоритма оценки координат его 
центра будет использовано уравнение окружно-
сти с центром в точке (X, Z):

      

    222 RZzsXxs  ,                  (3)

где xs, zs – координаты точек контура, R – радиус.
В уравнении (3) присутствует три неизвест-

ных –  R, X, Z, которые необходимо оценить. 
Для решения использовался метод наимень-

ших квадратов, и для этого была использована 
функция, которую необходимо минимизировать:

       min,,
1

2222 


N

i
ii RZzsXxsRZXf , (4)

где xsi, zsi– координаты точек контура, N – коли-
чество точек контура.

Наиболее очевидный способ поиска миниму-
ма функции – это нахождения частных произво-
дных по искомым переменным и сведения его 
к системе нелинейных уравнений. Однако это 
способ не дал практических результатов – ите-
рационный способ решения уравнения приводит 
к некорректным результатам (не выполняется 
условие сходимости). 

Вместо этого использовался следующий прием.
При фиксированном значении R=r можно 

оценить параметры X, Z:

Рис. 1. К задаче оценивания параметров эллипса 
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Решение определяется системой нелинейных 
уравнений, найденных путем дифференцирова-
ния выражение (5) по параметрам  ZX , : 

    











.0

;0

33
2

3
3

3

22
2

2
3

2

DZCZBZA
DXCXBXA

       (6)

где NA 42  , 



N

i
ixsB

1
2 12 ,

  



N

i
ii zsZrxsC

1

222
2 4412 ,

 

   



N

i
iii zsZrxsxsD

1

222
2 4 ,

NA 43  , 



N

i
izsB

1
3 12 ,

  



N

i
ii zsXrzsC

1

222
3 4412 ,

   



N

i
iii sxXrszszD

1

222
3 4 .

N – количество точек в контуре (профиле).
Итерационное решение имеет вид:
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При фиксированном значении X = x0, Z = z0 
можно оценить параметр R:

    

       min00
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i
ii RzzsxxsRf .(8)

Решать уравнение (9) будем искать в следу-
ющем виде: 

      0 RfRfRq ,            (9)
где   – малая величина (в расчетах было ис-
пользовано 610 ).

Тогда 
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Объединяем описанные выражения в еди-
ную процедуру оптимизации. Алгоритм имеет 
следующий вид:

1. Выбираем первоначальные значения 

000 ,, RZX  и n=0.
2. Определяем 11,  nn ZX  при nRr   по фор-

муле (8).
3. Вычислить  nRf ,  nRf   при 10  nXx , 

10  nZz  по формулам (8) и (11).
4. Вычислить  nRf ,   nRf  при 

10  nXx , 10  nZz  по формулам (8) и (11).
5. Вычислить 1nR  по формуле (10).
6. n = n + 1 и перейти к шагу №2.
Переходов от шага №6 к шагу №2 определяет 

количество итераций алгоритма – n.
На выходе работы алгоритма имеется грубая 

оценка параметров, который обозначим как 

 ZX , . 
Зная оценку координат центра  ZX , , 

можно оценить параметры – a, b,  . Для этого 
рассчитывается расстояние от  ZX ,  до точек 
контура  ii zsxs ,  и угол, который формируют 
прямые, проходящие через  ZX ,  и  ii zsxs , :

 
   22 ZzsXxsr iii 

, 
i atan2     XxsZzs ii  , .(12)

Максимальное значение  irmax  будет яв-
ляться грубой оценкой параметра a , минималь-
ное значение  irmin  – b . В направлении, где ir  
достигает своего максимума, будет определять 
угол поворота   . Для подтверждения этого 
вывода на рис. 2 представлена геометрическая 
иллюстрация.

4. ТОЧНАЯ ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ

Последний этап – это точное оценивание па-
раметров – a, b, X, Z,  . На этом этапе одновре-
менно используется поиск по сетке (фиксируется 
значения параметров a, b), также итерационная 
процедура – по параметрам X, Z,  . 

Рис. 2. К оценке параметров 
величины полуосей и угла поворота
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Преобразуем  координаты   ii zsxs ,  в 
 ii zsxs 1,1  согласно найденным   ,  ZX , :
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Обозначим как  ZX  ,  и   – поправки 
к центру эллипса и углу разворота. Координаты 
точек  ii zsxs 1,1  связаны с координатами точек 
«идеального» контура эллипса  ii zx ,  через пре-
образование:
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Тогда:
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Подставим (15) в выражение (1), получим:
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Полагая, что   мал ( 55    градусов), 
заменим функции косинуса и синуса на их лине-
аризованные выражения:

       sin , 

  25,01cos       (17)

Подставляя (19) в (18) получаем:
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При фиксированных значениях a, b, можно 

найти параметры  ZX  ,  и  , для этого 
используем метод наименьших квадратов, ми-
нимизирую функцию:
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Решение определяется системой нелинейных 

уравнений, найденных путем дифференциро-
вания выражение (19) по искомым параметрам 
 ,, ZX  . 

После приведения выражений к единому 
виду, можем записать:
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Итерационное решение имеет вид:  
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Выражения для коэффициентов A1, B1 и т.д. 
в формулах (21) – (22) представляют собой по-
лином с большим числом переменных. Для их 
вычисления в аналитическом виде целесообразно 
использовать математические пакеты (например, 
Matlab, MathCad и т.д.).

Так как в данном алгоритме используется 
поиск по сетке параметров a, b, то каждому паре 
этих значений ставится в соответствие вычислен-
ные параметры  ZX  , ,   и метрика:
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Таким образом, отыскивая минимум метрики 
(28), будут оценены параметры a, b. А используя 
найденные значения  ZX  , ,  , определятся 
параметров X, Z,  , которые связаны через сле-
дующую матрицу: 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье представлен алгоритм оценивания 
параметров эллиптического контура: значения 
полуосей, координат центра и угла поворота. Дан-
ная задача была сведена к системе нелинейных 
уравнений, решаемой итерационным способом.  
Результаты работы планируется использовать для 
автоматизации сбора параметров по контролю 
качества труб и конических поверхностей, конту-

. 
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ры которых измеряются с помощью профильных 
систем. Дальнейшие исследования вопросов со-
вмещения и оценки параметров будут связаны со 
сложными контурами, отдельные части которых 
описываются различными уравнениями. 
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