
970

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т.17, №2(5), 2015

Заболотнов Юрий Михайлович, доктор технических наук, 
профессор. E-mail: yumz@yandex.ru
Лобанков Антон Алексеевич, аспирант. 
E-mail: mart1989@mail.ru

В работе рассматривается  метод  расчета 
приближенно оптимального регулятора для 
стабилизации движения твердого тела, близкого 
к телу вращения, относительно неподвижной 
точки. Предполагается, что движение твердого 
тела близко к движению в классическом случае 
Лагранжа. Метод основывается на совместном 
применении принципа динамического про-
граммирования Беллмана [1] и метода усред-
нения [2]. Метод усреднения применяется для 
приближенного решения уравнения в частных 
производных Гамильтона – Якоби – Беллмана, 
что позволяет осуществить синтез регулятора. 
Предлагаемый метод расчета  регулятора может 
быть использован во многих задачах, близких  к 
задаче о движении волчка Лагранжа  (движение 
твердого тела в атмосфере, движение твердого 
тела на тросе при развертывании орбитальной 
тросовой системы и др.).

Синтез регулятора в данной работе проводится 
для малых углов нутации, поэтому невозмущенная 
система представляет собой линейную систему с 
гироскопическими членами. После преобразова-
ния системы к нормальным координатам синтез 
управления осуществляется по квадратичному 
критерию оптимальности на асимптотически 
большом интервале времени. Обратное преобра-
зование координат позволяет записать уравнение 
регулятора в исходных переменных и, тем самым, 
решить поставленную задачу. 

Движение твердого тела вокруг неподвижной 
точки описывается классическими динамиче-
скими и кинематическими уравнениями Эйлера 
относительно некоторой неподвижной системы 
координат. При рассмотрении движения твер-

дого тела в окрестности статически устойчивого 
положения равновесия, то есть при малых углах 
нутации, эти уравнения удобно записать в ком-
плексной форме. Тогда, используя результаты 
работы [3], получим

                  
2- z zi J      

  

 , , , ,zF r u       ,                    (1)

 , , ,z zf r     ,                         (2)

 ,z R       ,                            (3)

где ie  – комплексный угол нутации, r  – 

вектор медленно изменяющихся переменных, 

2 /zG J   ,   / 2x yJ J J  ; , ,x y z    – проекции 

вектора r, определяющего положение центра 
масс тела относительно неподвижной точки, 
на оси связанной системы координат; , ,x y zJ J J  

– осевые моменты инерции тела; /z zJ J J ; 

G  – сила тяжести,     ;  , , , ,zF r     , 

 , , ,zf r    ,  ,R    – функции, характери-
зующие действие малых возмущений; , ,    – 
классические углы Эйлера (нутации, собственно-
го вращения и прецессии); z  – угловая скорость 
вращения тела вокруг его продольной оси z ; u  
– управление,   – малый параметр.

Невозмущенное  движение тела описывается  
следующими уравнениями

2- z zi J       ,           (4)

z  ,  z const  , r const .       (5)
Решение невозмущенного уравнения (4) мож-

но записать в виде
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1 21 2

i ia e a e    ,                   (6)
где  1a  и  2a  – амплитуды  колебаний  (ве-

щественные  величины), 1 1 1(0)t     и 

2 2 2 (0)t     – фазы; 1 2(0), (0)   – началь-

ные значения фаз; 1,2 / 2z zJ      – частоты 

колебаний; 2 2 2/ 4z zJ    .
Резонансные случаи движения твердого тела, 

когда угловая скорость 1,2z   в данной работе 
не рассматриваются, так как требуют особого 
анализа.

Дифференцируя функцию (6) по времени в 
силу невозмущенной системы, получим

   1 21 1 2 2
i ii a e a e     .             (7)

Рассматривая соотношения (6) и (7) как за-
мену переменных    1 2 1 2, / , , ,d dt a a     
и применяя метод вариации произвольных 
постоянных, получим стандартную систему с 
быстрыми фазами [3]

 , , ,a X u a r  ,                       (8)
   , , ,r Y u a r     ,                  (9)

где  1 2,a a a ,  1 2,   . 

С учетом вышесказанного ставится задача 
определения управления u , обеспечивающего 
динамическую устойчивость движения твердого 
тела вокруг неподвижной точки исходя из мини-
мума квадратичного критерия оптимальности  

 1 2
0

, , ,
T

I W a a u u dt   ,             (10)

где

 2 2 2 2
1 1 2 2W b a b a c u u     , 1 2, , 0b b c   – ве-

совые коэффициенты, u u iu   . Причем 
амплитуды колебаний определяются в силу 
возмущенной системы и должны удовлетворять 
условиям динамической устойчивости  1 2, 0a a    
в каждый момент времени.

Движение твердого тела рассматривается на 
асимптотически большом промежутке времени  

/T L  , где  L    – некоторая константа, по-
этому функционал (10) изменяется на величину 
порядка  1O .

Согласно принципу динамического програм-
мирования, оптимальное управление определя-
ется из условия [1]  

           ,
min
u u

V V Va r
a r 




   
        

 

 

 , , 0W a u u   ,                       (11)

где  , ,V a r  – производящая функция [1], а точка 
   означает скалярное произведение векторов.

Выражение, стоящее под знаком минимума 
(11), представляет собой квадратичный степен-
ной полином по компонентам управления ,u u  . 
Поэтому, взяв от этого выражения частные произ-
водные по ,u u   и приравняв их к нулю, нетрудно 
получить оптимальное управление в виде 

        
 

2

1

1 1 cos
4

ko
k

k k

Vu
c a




 

 
   



 
1 sin k
k k

V
a





  

,                            (12)

   
 

2 1

1

1 1 sin
4

ko
k

k k

Vu
c a









 
   


 

+ 
1 cos k
k k

V
a





 
.                           (13)

Выражения (12-13) обеспечивают минимум 
функционала (10) в силу положительной опреде-
ленности функции   1 2, , ,W a a u u   и при надле-
жащем определении производящей функции V .  
Подставив соотношения (12-13) в выражение (11) 
приходим к уравнению в частных производных 
Гамильтона – Якоби – Беллмана

       
   0 0, , , ,V VX a r Y a r

a
   


 

   
 

  V Vr r
r




 
    
 


2 2

1
0k k

k
b a U


   ,    (14)

где 0 0,X Y  – часть функций ,X Y , не зависящая от 

управления,    2 2o oU c u u       
,  r O  , а ou  

и ou  определяются выражениями (12-13).
Для решения уравнения (14) применяется 

метод усреднения. После проведения операции 
усреднения уравнения (14) по фазам получим

        
 

2 20
0

1
, , k k

k

V X a r b a
a

  



  




 2 ... 0U O     ,                      (15)

где   – стандартный оператор усреднения по 
фазам, 0V V ,

       
2 2

0 0
2

1 216
V VU
a ac 




                 
.

Пусть положительно определенная функция 
 0V a  есть решение,  удовлетворяющее урав-

нению первого приближения (15). Ее полная 
производная по времени, определенная в силу 
усредненной системы первого приближения, 
будет равна   

 0 , ,o oV W a u u   .                   (16)

Учитывая  вид функции  , ,W a u u   (10) ее 

усредненный аналог  , ,o oW a u u   есть знако-
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определенная по a  и положительная функция. 
В этом случае знакоопределенность и положи-
тельность  0V a  ведет  к монотонному убыванию 

 0V a  в силу решений усредненной (замкнутой по 
управлению) системы и, значит, к  монотонному 
убыванию нормы a .   

Рассматривается действие линейных возму-
щающих функций вида    , , z zF r i          , 
где z  и   – некоторые заданные коэффициенты, 
которые могут зависеть от вектора r .

Усреднение функций  0 , ,X a r , входящих в 
уравнение первого приближения (16) дает  

  1 1
0

2 2

1, ,
2

a
X a r

a





 

  
 

,               (17)

где 1,2 1,2z z      , z  и   – параметры, ха-
рактеризующие действующие возмущения.

Решение уравнения (15) в этом случае не-
трудно найти, используя метод неопределенных 
коэффициентов. Тогда, определяя решение в виде   

2 2
0

1
k k

k
V B a


  , подставляя его в (15) и приравнивая 

к нулю коэффициенты при  2
1a  и  2

2a , получим

Bk = 2 2 2
k k kc c      

,         (18)
где 1,2.k 

Тогда функции оптимального управления 
(12-13) примут вид

       
 

2 0

1

1 1 cos
4

ko
k

k k

Vu
c a




 

 
   



 1 sin k
k k

V
a
 




  
,                          (19)

      
 

2 1 0

1

1 1 sin
4

ko
k

k k

Vu
c a









 
   



1 cos k
k k

V
a
 




  
.                         (20)

После подстановки оптимального управления 
(19-20) в уравнения для амплитуд и усреднения 
по фазам, получим в первом приближении ме-
тода усреднения  

 
1,2 2

1,2 1,2 1,2 /2
a

a b c






   .                (21)

Вид уравнения (21) подтверждает динамиче-
скую устойчивость 1,2 / 0da dt   движения твердо-
го тела при действии возмущений.

В качестве примера расчета оптимального 
регулятора рассматривается случай демпфиро-
вания колебаний твердого тела при следующих 
исходных данных: 

10.8c  ,   10 1z c  , 0.8zJ  ,  0 / 2  , 
0.05  , 0.01z  , 1 2 1b b  , 100c  . 
На рис. 1 показан процесс демпфирования 

нутационных колебаний с помощью определен-
ного приближенно оптимального регулятора, 

рассчитанный по исходной нелинейной модели 
движения твердого тела.

В работе была изложена методика расчета 
приближенно оптимальных регуляторов, предна-
значенных для стабилизации движения твердого 
тела вокруг неподвижной точки (волчок Лагран-
жа). Показано, что при наличии малых линейных 
возмущений существует аналитическое решение 
поставленной задачи. 

Рис. 1. Процесс демпфирования колебаний 
на плоскости  , 

Хотя выше рассматривается движение твер-
дого тела в нерезонансных областях, однако 
предлагаемый метод управления может быть 
полезен для уменьшения влияния резонансов на 
движение системы. При пересечении резонанс-
ных областей  1,2z   система может вести по-
разному.  Особенно опасна реализация длитель-
ных резонансных режимов движения твердого 
тела (захватов в резонанс), когда  резонансные 
отношения частот поддерживаются длительное 
время в силу действующих возмущений. В этом 
случае, как правило, происходит существенное 
увеличение значений амплитуд колебаний по 
углу нутации, что недопустимо в прикладных 
задачах. Во многих работах (например, [4], [5]), 
посвященных изучению резонансных эффектов 
при движении твердого тела в случае Лагранжа, 
показано, что поведение системы в резонансных 
областях 1,2z   в существенной степени зави-
сит от вида пространственного движения тела, 
который реализуется при подходе к резонансной 
области. Пусть, например, при приближении к 
резонансной области имеем 0z  ,  тогда осу-
ществляется  проход через резонанс 1z  , и 
устойчивость резонансного режима движения 
определяется изменением амплитуды 1a . В об-
щем случае реализация захвата в резонанс имеет 
вероятностный характер (случайными являются 
значения фаз и других характеристики движения 
тела при пересечении резонанса). Однако, если 
значения амплитуды 1a  малы, то достаточные 
условия устойчивости резонанса, как правило, не 
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выполняются, и реализация захватов в резонанс 
маловероятно.  Отсюда следует очевидный вывод, 
что если тело близкое к телу вращения имеет спе-
циально созданную закрутку в положительном 
направлении 0z  , регулятор надо строить так, 
чтобы осуществлялось приоритетное демпфи-
рование амплитуды 1a , что можно обеспечить 
в рамках рассматриваемой постановки задачи, 
увеличивая весовой коэффициент 1b  в критерии 
оптимальности (10). С точки зрения описания 
движения в исходных переменных при подходе 
к резонансной области необходимо реализовать 
случай так называемой обратной прецессии твер-
дого тела, когда  0z   и / 0d dt  . Аналогично, 
если 0z  , то необходимо уменьшить амплитуду 
2a , чтобы  обеспечить / 0d dt  .
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The technique of construction of approximately optimal controls at oscillations suppression of a solid 
body at its motion concerning a fi xed point is developed. The technique is based on joint application of 
a principle of dynamic programming of Bellman and an averaging method. The considered method has 
appendices in dynamics of controlled motion of space vehicles in atmosphere, at stabilization of motion 
of the small space vehicle on a tether and in other problems, close to motion of a solid body in a classical 
case of Lagrange.
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