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ВВЕДЕНИЕ

В [1] изложен общий подход к вычислитель-
ной процедуре синтеза оптимального управ-
ления применительно к решению некоторых 
задач управления переориентацией космиче-
ского аппарата, который был основан на схеме 
последовательных приближений с использова-
нием определенного вида «линеаризации» для 
существенно нелинейных уравнений движения 
космического аппарата [2] с целью последую-
щего применения принципа максимума Н.Н. 
Красовского (метода моментов) [3, 4] для реше-
ния ряда вспомогательных задач оптимального 
управления с функционалами типа нормы в pL  
( 1, 2,p = ∞ ). Впервые этот подход был предло-
жен в [5] и затем последовательно развивался в 
[6 - 8], а в [1], наконец, была отмечена его тесная 
связь с соответствующей модификацией метода 
Пикара [9] применительно к управляемым си-
стемам достаточно общего вида. При этом в [1] 
рассматривались квазилинейные управляемые 
системы в предположении, что они порождаются 
нелинейными уравнениями углового движения 
твердого тела и нелинейностью действующих на 
космический аппарат возмущающих моментов 
(градиентно-гравитационного, гироскопического 
и т.п. [2]). В отличие от [1], здесь рассматриваются 
нелинейные аффинно-управляемые системы 
следующего вида:

( , )d t
dt

=
x f x Bu+ ,                    (1)

где n∈x R  − вектор переменных состояния 

системы, m∈u R  − вектор управляющих па-
раметров, на которые ограничения не накла-

дываются, n m×∈B R  − постоянная матрица, а 
( , )tf x  − некоторая вектор-функция, такая, что 

1: n n× →f R R R . Правая часть уравнения (1) 
для любой непрерывной или кусочно-непре-
рывной (с разрывами первого рода) программы 
управления ( )tu  удовлетворяет условиям тео-
ремы Пикара [9].

Для системы (1) рассматривается двухточеч-
ная граничная задача управления [3] с фиксиро-
ванными начальным и конечным состоянием:

0 0( )t =x x ;
 
( )f ft =x x ,                  (2)

где 0x  и fx  − заданные векторы, а моменты 
времени 0t  и ft  также фиксированы. Требуется 
найти оптимальное управление, доставляющее 
минимум функционалу  ( )J u  типа нормы в pL

 ( 1, 2,p = ∞ ) для программы управления 0[ , ]ft tu  
(и векторной нормы гельдеровского типа для 

m∈u R  с показателями 1, 2,= ∞ν  [10, 11]):

( ) minJ →u .                            (3)

Цель настоящей статьи – изложение вычис-
лительных процедур метода синтеза оптималь-
ного управления в задачах (1) - (3) и условий его 
сходимости

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

( , )d t
dt

= +
x Ax Bu F x+ ,                (4)
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, следуя [1].

В [1] показано, что в общем случае уравнения 
углового движения космического аппарата мож-
но привести к уравнениям состояния управляе-
мой системы следующего вида: 
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где x , u  и B  − векторы и матрица такие же как 

и в (1), а n n×∈A R  − некоторая постоянная ма-
трица, а ( , )tF x  − заданная вектор-функция. Из 
сравнения (1) и (4) получим

( , ) ( , )t t= +f x Ax F x ,                   (5)

то есть для заданной в (1) вектор-функции 
( , )tf x  и каким-либо образом назначенной ма-

трицы A  в (5) всегда можно определить вектор-
функцию ( , )tF x . С учетом (5) уравнение (1) при-
водится к уравнению вида (4) и, соответственно, 
для численного решения задачи оптимального 
управления (1) - (3) тогда можно применить метод 
последовательных приближений, рассмотренный 
в [1]. В связи с этим вначале отметим, что для его 
реализации следует: во-первых, задать матрицу 
A  в (5); во-вторых, построить подходящее на-
чальное приближение для задачи (1) - (3). Вообще 
говоря, решение этих задач допускает вполне 
определенный произвол и в достаточной степени 
взаимосвязано. С учетом процедуры построения 
последовательных приближений, изложенной 
в [1], одно из предъявляемых к матрице A  в 

   ,   
 B из (4) образовывала вполне 

управляемую пару [3]. Соответственно, построе-
ние начального приближения для задачи (1) - (3) 
или, что то же самое, для задачи (2) - (4) также 
будет непосредственно связано с введением ка-
кой-либо аппроксимации для вектор-функции 
( , )tF x , например, в виде ( , ( )) ( )t t t=F x F , где 
( )tx , 0[ , ]ft t t∀ ∈ , – некоторый допустимый про-

цесс в пространстве состояний рассматриваемой 
системы. В частности, наиболее простой аппрок-
симацией является следующая: ( ) 0t ≡F . Тогда 

начальное приближение – в виде пары: (0) ( )tx , 
(0) ( )tu , 0[ , ]ft t t∀ ∈ , – можно получить с учетом 
( , ) 0t =F x , например, из решения линейной 

граничной задачи управления (2), (4):
(0)

(0) (0)d
dt

=
x Ax Bu+ ;

 
(0)

0 0( )t =x x , (0) ( )f ft =x x ,                     (6)

где (0) ( )tu  − управление, например, доставля-
ющее минимум функционалу (3). В силу полной 
управляемости пары матриц ( , )A B  гарантируется 
существование решения этой задачи. Отметим, что 
сведение задачи построения начального приближе-
ния к задаче (3), (6) в основном было обусловлено 
последующим применением метода моментов в 
виде принципа максимума Н.Н. Красовского [1, 3, 
4, 6 - 8]. В зависимости от свойств вектор-функции 
( , )tF x  в качестве начального приближения ме-

тода можно выбирать любое допустимое решение 
двухточечной граничной задачи (2), (4).

Итак, предполагая, что матрица A  в (5) за-
дана и начальное приближение для задачи (2) - (4) 
тем или иным способом получено в виде пары: 
(0) ( )tx , (0) ( )tu , 0[ , ]ft t t∀ ∈ , далее изложим 

процедуру построения последовательных (по-
шаговых) приближений к решению задачи опти-
мального управления (1) - (3), а затем установим 
условия их сходимости.

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ МЕТОДА 

ПРИ ПОСТРОЕНИИ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
НА k -м ШАГЕ

Пусть, исходя из какого-либо начального при-
ближения для задачи (2) - (4), на ( 1)k − -м шаге по-

лучена пара ( 1) ( )k t−u , ( 1) ( )k t−x , 0[ , ]ft t t∀ ∈ , для 

которой ( 1)
0 0( )k t− =x x , ( 1) ( )k

f ft− =x x . Пред-
варяя изложение вычислительных процедур для 
k -го шага метода и следуя методу последователь-
ных приближений Пикара, вначале отметим, что 

для полученных ( 1) ( )k t−u  и ( 1)( 1)
0( ) ( )kk t t−− =x x  

можно было бы последовательно решить началь-
ные задачи:

( 1)
( 1) ( 1)( 1)
1 1

( )
( ) ( ) ( , ( ))

k
i k kk

i i
d t

t t t t
dt

−
− −−

− −= +
x

A x Bu F x+ ;
  

( 1)
0 0( )k

i t− =x x  ( 1,2,3,...i = ).                               (7)
В силу теоремы Пикара: ( 1) ( 1)lim ( ) ( )k k

ii
t t− −

∞
→∞

=x x , 

где ( 1) ( )k t−
∞x  − решение задачи Коши:

   

( 1)
( 1) ( 1) ( 1)( ) ( , )

k
k k kd

t t
dt

−
∞ − − −

∞ ∞= +
x

Ax Bu F x+ ,

 
( 1)

0 0( )k t−
∞ =x x .                            (8)

Поэтому необходимость в решении задач (7) 
оказывается избыточной, то есть для заданного 
( 1)k − -го приближения достаточно решить толь-
ко задачу (8). Очевидно, что в общем случае для 

задачи (8) будет получено ( 1) ( )k
f ft−

∞ ≠x x . Иначе, 
при выполнении с требуемой точностью условия 
( 1) ( )k

f ft−
∞ =x x , пара ( 1) ( )k t−u , ( 1) ( )k t−

∞x  − воз-
можное искомое решение задачи оптимального 
управления для (1) - (3). Далее этот случай будет 
рассмотрен отдельно.

Если же получено ( 1) ( )k
f ft−

∞ ≠x x , то по-
строение k -го приближения необходимо завер-
шить соответствующей коррекцией программы 

управления ( 1) ( )k t−u  с целью обеспечения вы-
полнения конечного условия (2). При этом нели-
нейность в (4) можно заменить вектор-функцией 

( 1)
1( ) ( , ( ))k

k t t t−
− ∞=F F x . Коррекция программы 

управления ( 1) ( )k t−u  связана с решением вспо-

(5) требований

 

состоит

 

в

 

том, чтобы

 

она
вместе с матрицей
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могательной задачи оптимального управления 
для системы (4) с тем же функционалом ( )J u , 
что и в (3), а именно: 

    

( )
( ) ( )

1( )
k

k k
k

d t
dt −= +
x Ax Bu F+ ;

 
( )

0 0( )k t =x x , ( ) ( )k
f ft =x x ,                 (9)

где ( ) ( )k tu  − скорректированное оптимальное 
управление, которое отыскивается также как 

и управление ( 1) ( )k t−u . Полученное решение 

задачи (9) в виде пары ( ) ( )k tu , ( ) ( )k tx  будет 
являться искомым k -м приближением для за-
дачи оптимального управления системой (1) 
- (3). Задачи управления типа (9) с какими-либо 
аппроксимациями для нелинейности в (4) в виде 
вектор-функций времени были введены в [11] как 
опорные задачи управления для рассматривае-
мого здесь метода.

Вычитая уравнение (8) из уравнения (9), 
получим

( )
( ) ( ) ( )

k
k kd t

dt
δ

= δ δ
x A x B u+ ,         (10)

где
( ) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )k k kt t t−δ = −u u u , ( ) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )k k kt t t−

∞δ = −x x x  − 
соответствующие отклонения. Решение уравнения 

(10) с учетом ( )
0( ) 0k tδ =x  имеет вид 

0

( ) ( )( ) ( , ) ( )
t

k k

t

t t dδ = τ δ τ τ∫x B uΦ ,    (11)

где ( , )t τΦ  − переходная матрица для си-
стемы (9) [1, 3]. При ft t=  из (11) получим 

( ) ( 1)( ) ( )k k
f f ft t−

∞δ = −x x x  или в силу постро-

ения оптимального управления ( ) ( )k tu  при 
решении задачи (9):

0

( ) ( ) ( 1)( ) ( , ) ( ) ( )
ft

k k k
f f f f

t

t t d t−
∞δ = τ δ τ τ = −∫x B u x xΦ .(12)

Поскольку  выше  предполагалось , что 
( 1) ( )k

f ft−
∞ ≠x x , то с решением задачи (12), 

а фактически − с решением задачи (9), k -й 
шаг завешается и полученная при этом пара                
( ) ( )k tu , ( ) ( )k tx  − k -е приближение к реше-

нию задачи оптимального управления (1) - (3). 
Если же при решении задачи (8) было получено 
( 1) ( )k

f ft−
∞ =x x  (с наперед заданной и достаточ-

но высокой точностью), то в этом случае решение 
задачи (12) не требуется, исключая случай по-
вышения требуемой точности решения на этом 
шаге. Тем не менее, следует отметить, что если 

условие ( 1) ( )k
f ft−

∞ =x x  все-таки оказывается 
выполненным, то уравнение (12) относительно 

( ) ( )k tδu  в общем случае допускает существова-
ние тождественно ненулевых решений – нуль-
финитных управлений [12] ( )tδv , которые с 
учетом (11), (12) здесь удовлятворяют следую-
щим условиям:

0

( )( , ) ( ) 0
ft

k

t

t dτ δ τ τ =∫ B vΦ .               (13)

Решение уравнения (13) на k -м шаге, то есть 

управления ( )kδv , сводится к решению изопери-
метрической задачи, в которой для заданного 
( 1) ( )k t−u  требуется минимизировать функционал 

J(u(k-1) + ( )kδv )по ( )kδv . Если при этом будет по-

лучено ( ) ( ) 0k tδ ≠v  и J(u(k-1)+ ( )kδv ) < J(u(k-1)), то     
k -й шаг тем самым завершается и, очевидно, что 
тогда будет получена искомая программа управ-
ления u(k)(t) = u(k-1)(t) + ( )kδv (t) , для которой 
( ) ( )k tx  − решение начальной задачи:
( )

( ) ( ) ( )( ) ( , )
k

k k kd t t
dt

= +
x Ax Bu F x+ ,

 

( )
0 0( )k t =x x .

Если же ( ) ( ) 0k tδ ≡v , то искомым прибли-
женным оптимальным управлением для задачи 

(1) - (3) будет программа управления ( 1) ( )k t−u . 
Итак, в общем случае, когда решение уравне-

ния (13) не требуется и k→∞ , то имеет место: 
( 1) ( )( ) ( )k t t− ∞
∞ ∞→x x ;

 
( ) ( )( ) lim ( )k

k
t t∞

→∞
=u u , где 

( ) ( )t∞
∞x  − решение задачи:

( )
( ) ( ) ( )( ) ( , )

d
t t

dt

∞
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞= +
x

Ax Bu F x+ , ( )
0 0( )t∞

∞ =x x ,

для которого выполняется условие ( ) ( )f ft∞
∞ =x x , а 

( ) ( )t∞u  −  искомое  оптимальное  управле-
ние для рассматриваемой задачи (1) - (3) и 

( ) ( )( ) lim ( )k
k

J J∞

→∞
=u u  – её значение.

3. ОБ УСЛОВИЯХ СХОДИМОСТИ МЕТОДА

Условия сходимости рассматриваемой моди-
фикации метода последовательных приближений 
Пикара для управляемых систем вида (1) непо-
средственно связаны с условиями сходимости по-

следовательностей ( ) ( ) 0k
ftδ →x  и ( ) ( ) 0k

ft∞Δ →x , 

где ( ) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )k k kt t t−
∞ ∞ ∞Δ = −x x x . Пусть ( ) ( )k t∞x  

− решение задачи (8) на ( 1k + )-м шаге, то есть 
( )

( ) ( ) ( )( ) ( , )
k

k k kd
t t

dt
∞

∞ ∞= +
x

Ax Bu F x+ ,
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( )

0 0( )k t∞ =x x .  (14)

Вычитая уравнение (8) из (14), с точностью до 
малых первого порядка получим

( )
( ) ( )ˆ ( ) ( )

k
k k

k
d

t t
dt
∞

∞
Δ

= Δ δ
x

A x B u+ ,

 
( )

0( ) 0k t∞Δ ≡x .      (15)

где

 
( 1) ( )

ˆ ( )
k

k
t

t
−

∞=

∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠x x

FA A
x

, а  вариация

 
( ) ( )k tδu  − корректирующее управление в (10). 
Переходную матрицу для (15) можно предста-

вить в виде ˆ ( , ) ( , ) ( , )k kt t tτ = τ + Δ τΦ Φ ΦΦ Φ Φ . Решая 
далее начальную задачу (15), получим

0

( ) ( )ˆ( ) ( , ) ( )
ft

k k
f k f

t

t t d∞Δ = τ δ τ τ∫x B uΦ .    (16)

Отметим, что по условиям отыскания коррек-
тирующего управления из решения задачи (12) 

имеет место: ( 1) ( ) ( )( ) ( ) ( )k k k
f f ft t t+

∞δ = δ −Δx x x  
(см. также рис. 1). Поэтому, вычитая (16) из (12), 
с точностью до малых первого порядка тогда 
получим:

0

( 1) ( )( ) ( , ) ( )
ft

k k
f k f

t

t t d+δ = − Δ τ δ τ τ∫x B uΦ . (17)

)()(
f

k t∞x  

)()1(
f

k t+δx  

)()1(
f

k t−
∞x  

)()(
f

k t∞Δ x  

)()(
f

k txδ  

fx

Рис. 1.

Кроме того, учитывая предполагаемую зави-

симость вариации ( ) ( )k tδu  от конечного условия 
( ) ( )k

ftδx , представим ( ) ( )k tδu  в виде поточеч-
ной аппроксимации на ],[ 0 ftt :

( ) ( )( ) ( ) ( )k k
k ft t tδ = δu M x ,           (18)

где ( )k tM  − матрица соответствующих размеров. 
Подставив (18) в (17), получим

             
( 1) ( )( ) ( )k k

f k ft t+δ = − δx V x ,

где 

0

( , ) ( )
ft

k k f k
t

t d= Δ τ τ τ∫V BMΦ . Очевидно, что

 
отсюда следует

( 1) ( )|| ( ) || ( ) || ( ) ||k k
f k ft t+δ ≤ ρ δx V x ,   (19)

где ( )ρ ⋅  − максимальное сингулярное число ма-
трицы (или её спектральная норма). Стало быть, 

для сходимости последовательности ( ) ( )k
ftδx , 

то есть ( )lim ( ) 0k
fk
t

→∞
δ →x , достаточно, чтобы 

выполнялось следующее условие:

         ( ) 1kρ <V  0k k∀ ≥ , 01 k≤ < ∞ .

Поскольку из (16) с учётом (18), (19) сле-

д у е т  ( ) ( )( ) ( ) ( )k k
f k k ft t∞Δ = + δx V Q x ,  г д е 

0

( , ) ( )
ft

k k f k
t

t d= τ τ τ∫Q BMΦ , постольку если

 
( )lim ( ) 0k

fk
t

→∞
δ →x , то и ( )lim ( ) 0k

fk
t∞

→∞
Δ →x , 

кроме того, также имеет место:

   ( )lim || ( ) || = 0k
k

t
→∞

δu   ( 0[ , ]ft t t∀ ∈ ).

Полученные достаточные условия сходимости 
для рассматривавшегося метода последователь-
ных приближений синтеза оптимального управ-
ления для нелинейных аффинно-управляемых 
систем вида (1) тесно связаны со свойствами 
матриц ( )k tM , kV  и kQ . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрен численный метод синтеза опти-
мального управления для нелинейных аффинно-
управляемых систем вида (1), в основе которого 
лежит соответствующая модификация метода 
последовательных приближений Пикара, отлича-
ющаяся тем, что на каждом шаге дополнительно 
вводится процедура коррекции программы 
управления с целью выполнения граничных 
условий в решаемой задаче оптимального управ-
ления (1) – (3). Кратко обсуждаются варианты 
задания начального приближения для метода и 
приведены основные соотношения метода при 
построении приближений для решения задачи 
оптимального управления с функционалами 
типа нормы в pL  ( 1, 2,p = ∞ ). Отмечен также 
случай, когда корректирующее управление явля-
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ется нуль-финитным управлением. Указаны до-
статочные условия сходимости вычислительной 
процедур метода.

Статья подготовлена по материалам докла-
да «Метод синтеза оптимального управления 
для квазилинейных систем при моделировании 
перенацеливания аппаратуры зондирования кос-
мического аппарата», представленного на XVII 
Всероссийском научно-техническом семинаре по 
управлению движением и навигации летательных 
аппаратов (Самара, 18 - 20 июня 2014 г.) [1].
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