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Удары капель жидкости по поверхности тела, вызывающие эрозию, рассматриваются как упругое контакт-
ное взаимодействие. Средствами теории упругости и компьютерной математики определено напряженное 
состояние тела и найдены параметры нагрузки, при которой начинаются пластические деформации. Выве-
дена формула для скорости капель. при которой начинается эрозия. 
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Каплеударная эрозия (КЭ) – это поверхностное 

разрушение тел под действием струи газа с каплями 
жидкости. Большое практическое значение изучения 
этого сложного и вредного явления обусловлено, в ча-
стности, возникновением КЭ в лопаточных аппаратах 
[1-8]. Выполнено много серьезных исследований как 
экспериментального, так и теоретического характера 
[9-17]. Литература по теме представлена не только 
множеством статей, но и монографий [16, 18-20]. Для 
полного понимания сущности КЭ желательно разо-
браться в двух процессах: гидродинамике капли при 
ударе о поверхность тела и деформировании тела ло-
кальной ударной нагрузкой. Многие авторы считают 
причиной КЭ накопление пластических контактных 
деформаций. Такая точка зрения принимается и в дан-
ной работе. 

Цель работы: математическое моделирование 
возникновения КЭ посредством решения контактной 
задачи теории упругости.  

Тело считается упругим полупространством, а 
капля – шариком радиусом R, падающим с некоторой 
скоростью v (рис. 1). Предпринята попытка построения 
на плоскости параметров v, R границы области, в кото-
рой КЭ не возникает. Работа опирается на литературу 
по контактным задачам теории упругости [21, 22], а 
также компьютерную математику [23]. Именно по-
следняя (Mathcad) позволила довести классическое 
решение контактной задачи по Герцу до полной кар-
тины контактных напряжений в теле. 

Формулы Герца. В результате решения задачи 
линейной теории упругости о контактном взаимодей-
ствии полупространства и шара (рис. 1) выведены сле-
дующие известные формулы Герца [20, 21]: 

 
2

3 1
3

3

2 2
2 0

0

0

1 3 β 3 β
,  δ ;

4 4

1 ν2 1 ν
π ,  β

3

Q Q
R

R a

Q p a
E E

 
   

 

 
  

   (1) 
где Q – прижимающая сила, a – радиус контактного 

круга, δ  – сближение тел; E, E0 – модули Юнга мате-

риалов (нолик относится к шару), v, v0 – коэффициенты 
Пуассона. 
_________________________________________________________________________ 
Скотникова Маргарита Александровна, доктор технических 
наук, профессор. E-mail: skotnikova@mail.ru 
Елисеев Владимир Васильевич, доктор физико-
математических наук, профессор. E-mail: yeliseyev@inbox.ru 
Москалец Артем Анатольевич, аспирант. E-mail: 
artem.moskalec@gmail.com 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема контакта 
 

Для контактного давления и силы имеем фор-
мулы 
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где р0 – значение в центре. 
Нелинейное соотношение между силой и сбли-

жением можно выразить через потенциальную энер-
гию взаимодействия  : 
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   (2) 
 

Эти формулы можно использовать для расчета 
максимального сближения и силы при ударе. По закону 
сохранения энергии (m – масса шарика, ρ0 – плотность) 
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Однако формул Герца недостаточно для опре-
деления напряженно-деформированного состояния 
(НДС) тела. 

Контактные напряжения в полупространст-
ве. Для бесконечного тела нельзя применять распро-
страненные программы конечноэлементного анализа 
(ANSYS). Зато весьма эффективны классические анали-
тические подходы. Например, решение Папковича-
Нейбера [21, 24], представляющее вектор перемещения 
u  через гармонические функции: 

 

 
 

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, том 18, №1(2), 2016

296



 

 0 0[ 3 4ν ]z zz B B B z B B        u k
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Здесь k  – орт оси z  (рис. 1),   – оператор Гамиль-
тона в перпендикулярной плоскости, В, В0 – гармони-
ческие скаляры ( ΔВ = ΔВ0=0 – с оператором Лапласа); 

z z    . 

Определив соответствующие перемещениям (4) 
деформации и далее напряжения (по закону Гука), об-
ращаются к граничным условиям. На плоскости z=0 
отсутствуют касательные напряжения, а нормальное 
напряжение равно нулю вне контактного круга и дав-
лению с минусом – в круге. В результате, во-первых, 
находится соотношение 
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Во-вторых, для гармонической функции B полу-
чается задача Неймана с заданной нормальной произ-
водной на границе, решаемая с потенциалом простого 
слоя (контактного круга) [21]: 
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Здесь μ 2(1 ν)E   – модуль сдвига, r  – радиус-

вектор в полупространстве; 1r  – радиус-вектор на 
площадке контакта – по ней производится интегриро-
вание. 

Рассматриваемая задача осесимметричная, по-
этому используем цилиндрические координаты r, φ, z 
(рис. 1). При этом компоненты векторов и тензоров 
будут функциями лишь двух переменных r, z. Формулу 
(6) можно записать в виде 
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При интегрировании в круге по переменной 1r  

используются полярные координаты ρ, θ. Для радиус-

вектора r  остаются r, φ, z, причем в осесимметричном 
случае можно считать φ=0. Двойной интеграл (7), зави-
сящий от параметров r, z, надежно вычисляется в 
Mathcad [23]. Во избежание расходимости на оси z ин-
тегрируем по ρ не от нуля, а от некоторого малого зна-
чения (например, λ=10-2a). Дифференцировать по r, z 
оказывается можно под интегралом, используя сим-
вольные вычисления – понадобится далее при вычис-
лении перемещений и деформаций. 

Определяя вторую функцию B0 согласно (5), по-
лучим для нее интеграл как в (7), но вместо f будет 

2

0

2 2

2 2

( , ,ρ,θ) (1 2ν)ρ 1 (ρ ) ( ,ξ),

( ,ξ) ln( ξ) , ;

ξ 2 ρcosθ ρ

M

z

f r z a G z

G z z z M

r r

   

   

  
 (8) 

Для сходимости интеграла в расчетах принима-
лось  M=10 a. Интегрирование и дифференцирование в 
Mathcad надежно работали и для B0. По найденным 
функциям B, B0 найдем деформации: 
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 (9) 
Введены компактные выражения частных про-

изводных. Подставив (9) в закон Гука, определим на-

пряжения φσ ,  σ ,  σ ,  τr z rz . Далее найдем компонен-

ты девиатора напряжений и норму Мизеса τ [24]: 
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Выражения компонент Sφ, Sz отличаются заме-
ной индексов. Начало пластических деформаций опре-
деляется условием текучести 

 

τ( , )r z k
,  (11) 

 

где k – предел текучести материала. Для титана, на-
пример, k=500 МПа. При достаточно слабом контакт-
ном воздействии (малая скорость капли) везде в мате-
риале будет τ<k. Эрозия начнется, предположительно, 
при выполнении условия (11) в некоторой точке. Дан-
ный расчет должен показать, где и когда это произой-
дет. 

В силу симметрии достаточно рассмотреть нор-
му Мизеса на оси z: τ(0, z)=T(z). Построенный средства-
ми Mathcad график этой функции показан на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость нормы Мизеса от глубины 
 

На графике видно, что максимум нормы Мизеса 
достигается не на поверхности, а очень близко от нее в 
глубине тела. График типичный, проведены десятки 
расчетов с различными параметрами. Радиус контакт-
ного круга для графика а=10-4 м. Другие параметры: 
Е=1011 Па; v=0,3; k=5 108 Па (титан). Считалось р0=1, по-
скольку решение пропорционально этому множителю. 
Максимум на рис. 2 равен Т1=5,06 104 МПа и достигает-
ся на глубине z1 3,96 10-3 мм. При начале пластической 
деформации будет 
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Оказалось, что значение р0 не зависит от радиу-
са контактного круга а. Этот впечатляющий результат, 
впрочем, можно было предвидеть по соображениям 
подобия. 

Расчет для удара капли. Все формулы для это-
го расчета уже представлены выше. Сначала из (1) на-
ходим силу Q при начале пластической деформации: 
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Далее из (2, 3) определим соответствующую скорость 
капли 
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   (14) 
Константа T1 определена выше (подчеркнуто). 

Величина скорости не зависит от радиуса капли R (уди-
вительный результат) и по степенному закону зависит 
от предела текучести k и параметра β. Но возникает 
серьезная проблема – свойства воды как упругого тела. 
Для любого изотропного тела имеем пару упругих мо-
дулей; например, модуль Юнга и коэффициент Пуас-
сона. Или же модули изменения объема K=E/3(1–2v) и 
сдвига μ. Модуль K для воды определяется известной 
скоростью распространения звука. А вот модуль сдвига 
обычно принимают равным нулю. Но тогда вся логика 
наших расчетов рушится – β→∞. Однако найдены экс-
периментальные данные по упругим свойствам воды 
[9, 25], где сообщается: v=0,5; μ=1,3 10-5. Используя эти 
значения вместе с результатом (12) в формуле (14), 
получим критическое значение скорости капли v=177 
м/с. 

Обсуждение. При экспериментальном опреде-
лении эрозионной стойкости различных материалов 
установлено, что процессы эрозии (глубина эрозион-
ного износа lэ) протекают во времени в соответствии с 
рис. 3. Различают три типичных этапа протекания 
процессов эрозии (глубины эрозионного износа lэ) во 
времени. На первом этапе τ1, так называемом инкуба-
ционном периоде, видимых повреждений поверхности 
нет, потерь массы материала зафиксировать не удаёт-
ся. В ряде работ показано, что собственно эрозии мате-
риала предшествует рост микронапряжений, увеличе-
ние плотности дислокаций в металле предельного зна-
чения 1012-1013 см-1, зарождение под поверхностных 
микротрещин. Второй этап τ2 характеризуется тем, что 
имеет место максимальная скорость эрозии и в тече-
ние этого отрезка времени она остаётся практически 
постоянной. Во время третьего этапа τ3 по скорость 
эрозии снова ослабевает. Поэтому для оценки эрози-
онной стойкости материалов обычно используют зна-
чение скорости эрозии на первом или втором этапе, 
которое зависит от скорости встречи лопатки с части-
цами воды, формы и размеров этих частиц, частоты 
соударений, эрозионной стойкости материала лопаток 
и рельефа эродирующей поверхности. Приближённо 
глубину эрозионного износа lэ (или износ металла Δm) 
в зависимости от времени τ (или массы выпадающей 
влаги) можно на участках τ2 и τ3 представить прямой 
линией. 

В литературе известны лишь качественные объ-
яснения вида кривой износа, основанные на представ-
лениях об изменении характера взаимодействия меж-
ду каплей и поверхностью в результате изменений 
рельефа эродированной поверхности. Согласно этим 
представлениям, по истечении инкубационного пе-
риода на поверхности появляются и накапливаются 
небольшие разрушения (начальный этап износа), воз-
растают глубина впадин (этап высокой скорости изно-
са), углубления впадин до нескольких диаметров ка-
пель и заострение перемычек между кавернами (за-
медление износа), формирование «сотовой» и иглооб-
разной формы поверхности, типичной для эрозии  

турбинных лопаток (участок минимальной скорости 
износа). Для определения эрозионной стойкости ме-
талла большое значение имеет первый (начальный) 
период, продолжительность которого в значительной 
степени характеризует сопротивляемость материала 
микроударному разрушению. 

 

 
 

Рис. 3. Характерная кривая каплеударного  
разрушения металла и отвечающие её участкам  

формы эродированной поверхности 
 

Выводы: основным результатом работы являет-
ся формула (14) для скорости капли при начале эрозии. 
Ее величина определяется упругими свойствами и пре-
делом текучести материала, но не зависит от размера 
капли. Содержащаяся в формуле константа Т1 опреде-
ляется из решения задачи теории упругости средства-
ми компьютерной математики. Хотя работа опирается 
на точные решения, ее представления являются мо-
дельными и нуждаются в экспериментальной проверке. 

Работа выполнена в рамках государственного задания 
при финансовой поддержке Минобрнауки России. Коды проектов: 
№ 933-2014, № 1972-2014. 
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RISK ASSESSMENT FOR WATER DROP EROSION WITH APPLICATION  
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The impact of a water drop is considered to be an elastic contact interaction. The stressed condition and character-

istics of load that cause plastic deformation are defined by means of the theory of elasticity and computer mathe-

matics. The formula for droplet’s velocity that gives rise to the erosion is derived. 

Key words: water droplet erosion, contact interaction, stress in the semi-infinite space, yield condition, computer math-

ematics 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
_________________________________________________________________ 

Margarita Skotnikova, Doctor of technical Sciences, Professor.  

E-mail: skotnikova@mail.ru 

Vladimir Eliseev, Doctor of Physics and Mathematics, Professor.  

E-mail: yeliseyev@inbox.ru 

Artem Moskalets, Post-graduate Student. E-mail:  

artem.moskalec@gmail.com 

 
 

Машиностроение и машиноведение

299




