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В статье рассмотрены инвариантные характеристики напряженно-деформированного состояния, возни-

кающего при выполнении различных операций обработки металлов давлением. Используя тригонометри-

ческую форму представления напряжений и деформаций, на девиаторной плоскости представлены кине-

матическая и динамическая модели, соответствующие деформированному и напряженному состояниям, 

где траектории главных деформаций и главных напряжений представляются дугами окружностей, что сви-

детельствует о немонотонности процессов формоизменения. 
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В связи с тенденцией разукрупнения про-

мышленных предприятий преобладающим типом 
производства продукции стал ее серийный и мелко-
серийный выпуск [1-4], которые связаны с частой 
сменяемостью выпускаемой продукции, при этом 
относительно малый размер партии вступает в про-
тиворечие с высокой производительностью кузнеч-
но-прессового оборудования [2]. Изменились и под-
ходы к проектированию технологических процессов 
[1, 5-8], более востребованными стали групповые 
технологии изготовления [9-10], требующие класси-
фикации [11] и сведения изготавливаемых деталей в 
технологически однородные группы [12, 13] по кон-
структивно-технологическим признакам [14]. Кроме 
того, необходимы групповые штампы, отличающие-
ся универсальностью, возможностью быстрой смены 
рабочих элементов [15-19] в процессе переналадки с 
ориентацией на выпуск других объектов производ-
ства, а также пакеты штампов с разъемами в не-
скольких плоскостях [20-22]. Важной задачей остает-
ся повышение стойкости штампов [23, 24], что воз-
можно за счет системного подхода [25], включающе-
го правильный выбор инструментальных материа-
лов [26], режимов их термообработки [27] и нанесе-
ние износостойких покрытий [28-30]. Требует со-
вершенствования и модернизации используемое 
кузнечно-прессовое оборудование [31], а также про-
ектирование и создание новых конкурентоспособ-
ных образцов  [32-34] с учетом перечисленных тре-
бований. Все это способствует реализации разрабо-
танных новых инновационных технологий формо-
изменения [35-39], в том числе и нетрадиционных 
[40]. 
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Объекты производства. В машиностроении 
большую номенклатуру составляют сплошные и по-
лые детали различных форм и размеров, изготавли-
ваемых с помощью формоизменяющих операций 
обработки металлов давлением (ОМД) [41-46]. Как 
правило, жесткие требования заказчика к точности и 
качеству таких изделий диктуют производителю 
необходимость более гибко подходить к выбору ис-
ходных материалов и, наряду с более дешевым горя-
чекатаным прокатом, использовать, по возможно-
сти, прутковый или листовой металл, а также трубы, 
изготовленные холодной прокаткой, применяемый 
для процессов холодной штамповки [1]. 

Стремление повысить коэффициент исполь-
зования металла (КИМ) способствует модернизации 
всего заготовительного производства, включая ис-
пользование современных раскройных комплексов, 
ленточно-пильных станков и агрегатов, дающих 
возможность повысить качество исходных листовых 
и прутковых заготовок. Важным моментом в техно-
логии холодной объемной штамповки (ХОШ) явля-
ется подготовка поверхности заготовок к штампо-
вочным операциям, включающая химическую обра-
ботку, вид которой зависит от состава сталей: при 
низком содержании легирующих элементов приме-
няют фосфатирование, а при высокой концентра-
ции, например, хрома и никеля – оксалатирование, а 
также известкование или обработку в растворе буры. 
Этим самым создают подсмазочный слой, хорошо 
удерживающий смазочный материал, в качестве 
которого используют мыло. Такая технология подго-
товки заготовок в дальнейшем уменьшает трение, 
что благоприятно сказывается на стойкости штам-
пового инструмента и сводит к минимуму возмож-
ность появления брака. С этой точки зрения другим 
важным обстоятельством является обеспечение ус-
тойчивости протекания процессов пластического 
формоизменения [47-50]. Поэтому, прежде чем при-
ступить к реализации технологического процесса 
ОМД, необходим такой этап подготовки, как компь-
ютерное моделирование вариантов с выявлением 
особенностей кинематики течения металла, включая 
предварительную оценку напряженно-деформиро-
ванного состояния и энерго-силовых параметров 
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[51, 52], с целью прогноза устойчивости пластиче-
ского течения. 

Виды нагружения в процессах ОМД. Как 
правило, технологические процессы ОМД нестацио-
нарны и реализуются в результате сложного нагру-
жения при изменяющихся во времени механических 
схемах. При сложном нагружении в схемах дефор-
мации, отличающихся немонотонностью, направле-
ние траектории деформации, по меньшей мере, 
один раз изменяется на противоположное, сюда же 
относятся процессы дробного деформирования. Со-
гласно положениям механики сплошной среды [53] 
для несжимаемого материала деформация матери-
альной точки представляется как траектория движе-
ния радиуса-вектора в пятимерном пространстве 
независимых компонент тензора деформаций. По-
этому при сложном нагружении траектория, вычер-
чиваемая концом радиуса-вектора негладкая, 
имеющая изломы [54] или гладкая, но с кривизной. 
Поскольку длина линии нагружения является мерой 
накопленной деформации материальной точкой, то 
немонотонной деформации соответствует бόльшая 
ее величина, т.к. длина ломаной линии или гладкой 
кривой больше длины луча - радиуса-вектора. Стало 
быть, если немонотонное деформирование осущест-
вить для большинства точек тела, то его форму мож-
но изменять с бόльшей степенью деформации. Кро-
ме того, при выборе процессов ОМД из ряда альтер-
натив следует отдавать предпочтение механическим 
схемам деформации, в которых преобладают сдвиги 
[55]. Обоснованием для такого выбора является 
оценка напряженно-деформированного состояния 
штампуемого металла, обеспечивающее немонотон-
ное деформирование, и, вместе с тем, устойчивое 
протекание процесса формоизменения. 

Обобщенное представление о напряженно-
деформированном состоянии выделенного объёма 
или тела в целом (на макроскопической уровне) 
можно получить, ориентируясь на круговые диа-
граммы О. Мора [56, 57] для напряжений и деформа-
ций, из которых следует экстремальность главных 
напряжений и главных деформаций. Независимо от 
выбранной системы координат напряженно-дефор-
мированное состояние оценивают безразмерными 
инвариантными характеристиками тензоров или 
девиаторов напряжений и деформаций. 

Показатели напряженно-деформирован-
ного состояния. Из теории ОМД известны инвари-
антные характеристики, помогающие поставить в 
соответствие различным схемам напряженно-
деформированного состояния количественные пока-
затели. Рассмотрим наиболее популярные из них. 
Параметр Надаи-Лодэ является показателем схем 
напряженного или деформированного состояний. 
Для напряженного состояния он выглядит следую-
щим образом [55]: 
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величину напряжений, вызывающих пластическое 
формоизменение;  ,DI 3
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вида напряженного состояния, вызывающего пла-
стическое формоизменение; 
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Тот же показатель, но для схем деформиро-
ванного состояния описан зависимостью [56, 57]: 
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где 321  ,, - главные деформации. 

Одна из форм связи напряженного и дефор-
мированного состояний деформируемого твердого 
тела выражается равенством соответствующих пока-

зателей
  .При численном равенстве показа-

телей Надаи-Лодэ   1 
, реализуются механиче-

ские схемы с преобладанием растяжения, при

  1 
- схемы с ярко выраженным неравномерным 

сжатием и, наконец, при показателе   0   - пло-

ские механические схемы с преобладанием сдвига. 
Показатель жесткости   схемы напряженного состоя-
ния [56]: 
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где
3

321 
ср - среднее нормальное напряжение 

или гидростатическое давление. 
Кроме того, введены [55] безразмерные инва-

риантные характеристики, связывающие параметр 
Надаи-Лодэ (1) и показатель жесткости схемы на-
пряженного состояния (3): 
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а также энергозатраты на работу упругого измене-
ния единицы объема, находящегося в условиях дан-
ной механической схемы деформации: 
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средних деформаций. 
Кинематическая модель. Построим на де-

виаторной плоскости диаграмму деформаций в виде 
«звезды» [59], которая будет отображать кинемати-
ческую модель деформированного состояния. Для 
этого рассмотрим в качестве координатных осей 
главные оси деформаций. Их расположение таково, 
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что для любой точки плоскости с радиусом-

вектором   удовлетворяется условие несжимаемо-
сти: 

0321  ,   (6) 

где компоненты главных деформаций в тригоно-
метрической форме представлены выражениями 
[58]: 
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и где   - угол вида деформированного состояния; 
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деформаций;  DI2
- второй инвариант девиатора 

деформаций, характеризующий величину деформа-
ций, вызывающих пластическое формоизменение. 

При этом модуль вектора   равен интенсив-
ности деформаций, например, при осесимметрич-
ном напряженно-деформированном состоянии [56]: 
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Принимая во внимание осевую симметрию 
деформирования, часто встречающуюся в формоиз-
меняющих операциях ОМД, деформации ερ, εθ, εz, 
рассматриваемые в цилиндрической системе коор-
динат, будут главными, поэтому ερ=ε1, εθ=ε2, εz=ε3. 
Отобразим на девиаторной плоскости проекции 
главных осей деформаций (рисунок 1). В нашем слу-

чае проекция оси  совпадает с направлением со-

ответствующим значению угла вида деформирован-

ного состояния 0
, проекция оси  совпадает с 

направлением, определяемым углом
3

2


, а про-

екция оси 
z  совпадает с направлением при значе-

нии угла
3

4
 .  

Прочертим концентрические окружности с 
центрами, расположенными вначале системы коор-

динат и с радиусами соответственно iR 
2

1
1 ;

iR 
2

3
2

; iR 3 , где i  принимается за масштаб-

ный коэффициент. Кроме проекций главных осей 
выберем на диаграмме дополнительно направления 

с шагом по углу
6


  в интервале   20 . В 

табл. 1 сведены результаты расчета главных дефор-
маций по формулам (7) для каждого значения угла 
вида деформированного состояния. Нанеся значе-
ния главных деформаций в виде точек на соответст-
вующие направления и соединив сходственные из 
них дугами окружностей радиусом R1, получим тра-
ектории деформирования в виде «звезды», кривизна 
которых говорит о немонотонности процессов де-
формирования (см. рис. 1). 

Кроме того, каждое направление однозначно 
характеризуется механической схемой деформаций, 
анализ которых показывает, что кроме направлений 

при углах вида деформированного состояния 6


 и 6

7
 

механические схемы сдвига дополнительно реали-
зуются при углах вида деформированного состояния 

2

 ; 
6

5 ; 
2

3 ; 
6

11 . Это означает, что параметр Надаи-

Лодэ для деформаций по указанным направлениям 
должен быть равен 0

. Однако расчет показывает, 

что либо его значенияне существует, либо оно ха-
рактеризуется числом большим 1, или меньшим -1.  

 

 
Рис. 1. Кинематическая модель  
деформированного состояния 

 

Автором работы [60] показано, что в харак-
терных точках шестигранной призмы пластичности, 
при использовании условия пластичности Трес-
ка−Сен-Венана, существует неоднозначность пла-
стического течения, т.к. вектор приращения дефор-
мации может иметь множество направлений. При 
условии пластичности Мизеса-Хилла картина повто-
ряется, эти же точки лежат на поверхности цилинд-
ра пластичности и имеют ту же неопределенность 
течения. Эти точки сингулярности совпадают с ука-
занными выше направлениями кинематической 
модели. Кривизна траекторий деформаций дает 
возможность утверждать о немонотонности процес-
сов деформирования, сопровождающихся рассмот-
ренными механическими схемами деформаций. 

Динамическая модель. Принимая во внима-
ние тригонометрическую форму представления 
главных напряжений [58]: 
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,  (9) 

расчетом по (9) получим значения главных напря-

жений в зависимости от   - угла вида напряженно-

го состояния, которые поместим отдельными стро-
ками в табл. 1. 

Отобразим динамическую модель напряжен-
ного состояния на девиаторной плоскости (рис. 2), 
выполняя действия по следующему алгоритму. Если 
на плоскость сечения цилиндра пластичности де-
виаторной плоскостью спроецировать оси системы 
координат, в которой он построен, то проекции 

осей, расположенные под углом 
3

2 , образуют косо-

угольную систему координат [59,61-64]. Из начала 
этой системы координат проведем концентрические 

 
 

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, том 18, №1(2), 2016

302



окружности радиусами
iR 

3

1
4

; 
iR 

3

1
5

;
iR 

3

2
6

iR 7
, где 

i  примем за масштабный коэффици-

ент. Возьмем шаг по углу вида напряженного со-

стояния 
6


 

. В этом случае значения главных 

напряжений ложатся на дуги окружностей радиуса-
ми R4, которые в каждом интервале угла вида на-

пряженного состояния 
 , соответствуют траекто-

риям главных напряжений. Центры траекторий 

главных напряжений в виде окружностей лежат на 
одной окружности с радиусом R4, центр которой 
совпадает с началом косоугольной системы коорди-
нат. Каждому из направлений, задаваемых углом 
вида напряженного состояния, соответствует един-
ственная механическая схема напряжений, анализ 
которых позволяет определить, какими значениями 

угла вида напряженного состояния 
  характери-

зуются известные схемы напряженного состояния. 

 

Таблица 1. Значения параметров напряженно-деформированного состояния 
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Кроме механических схем, динамическая мо-

дель однозначно определяет знаки главных напря-

жений. В интервале 






 
 

3
0  схемы напряженно-

го состояния изменяются от объемной с двумя на-
пряжениями сжатия через плоскую разноименную 
схему сдвига к объемной схеме, но уже с двумя на-
пряжениями растяжения, другими словами с шагом 

по углу 
6


 

 объемные схемы напряженного со-

стояния чередуются с плоскими схемами чистого 

сдвига. Если определенным интервалам по углу 
  

поставить в соответствие, например, основные опе-
рации     листовой штамповки, то картина будет сле-

дующая [64, 65]. Интервалу 






 
 

3
0  соответствует 

такая операция, как отбортовка, с характерными для 
неё схемами напряженного состояния; интервалу
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2
 - схемы напряженного состояния, 

характерные для операции раздача; для углов 
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4
 - схемы напряжений связанные с об-

жимом; в интервале 
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2

3
- реализуются 

схемы напряженного состояния соответствующие 
вытяжке. 
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Рис. 2. Динамическая модель  

напряженного состояния 
 
Если рассмотреть объемное деформирование, 

то схемы напряженного состояния, определяемые 
сдвигом, будут сопровождать, например, процессы 
углового прессования, причем из которых каждая 
соответствует определенному положению заготовки 
в каналах матрицы относительно выбранной систе-
мы координат. Кривизна траекторий напряжений 
аналогично деформациям дает возможность утвер-
ждать о немонотонности процессов деформирова-
ния при реализации перечисленных операций ОМД. 
С учетом (9) представим разности главных нормаль-
ных напряжений в виде: 
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     (10) 
Тем самым определены главные касательные 

напряжения, равные полуразностям соответствую-
щих главных нормальных напряжений. 

Устойчивость пластического течения. 
Обеспечение устойчивости пластического течения 
важно тем, что удается оценить критическую де-
формацию в многочисленных процессах ОМД в за-
висимости от напряженного состояния и механиче-
ских характеристик штампуемого металла, превы-
шение которой ведет к потере устойчивости пласти-
ческого течения, в дальнейшем приводящей к браку. 
Пластическое течение несжимаемого материала, 
согласно критерию положительности добавочных 
нагрузок, является устойчивым, пока выполняется 
условие [47]: 

iidd  .   (11) 

При аппроксимации кривой упрочнения металла 
степенной зависимостью: 

n

ii A   (12) 

где ( )(A b  1 - постоянная металла; )ln(n  1

- показатель деформационного упрочнения;  - 
равномерное удлинение образца при его испытании 
на растяжение);  

Критическая интенсивность деформаций, на-
копленная в процессе формоизменения, может быть 
оценена [47]: 








2

12 2

n

крi ,   (13) 

где механические схемы плоского напряженного 
состояния могут описываться безразмерным пара-
метром вида напряженного состояния [66], являю-
щимся отношением главных напряжений: 

1

2




 .  (14) 

В соответствии с (14), параметр напряженного 
состояния характеризуется зависимостью от угла 
вида напряженного состояния уравнением: 

 tg
2

3

2

1
.  (15) 

Как и в случае с кинематической моделью, 
при симметричности деформируемого твердого тела 
и симметричности нагружения, нормальные напря-
жения, например, в цилиндрической системе коор-
динат будут главными, т.е. σρ=σ1; σ=σ2; σz=σ3. При-
нимая во внимание, кроме этого обстоятельства, 
коаксиальность главных осей напряжений, дефор-
маций и скоростей деформаций, а также подобие 
круговых диаграмм О.Мора для напряжений и де-
формаций при условии равенства показателей на-

пряженного и деформированного состояний  

, правомерно использовать уравнения связи напря-
жений и деформаций в виде [56, 57, 67]: 
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Согласно условию несжимаемости (6) и выра-
жений (10), уравнение связи напряжений и дефор-
маций примет вид: 
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С учетом (17) выражение (8) для критической 
интенсивности деформаций преобразуется следую-
щим образом: 
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. (18) 

Критическая интенсивность деформаций, 
рассчитанная по соотношению (18), представлена на 
рис. 3 в виде графиков в зависимости от изменения 
угла вида деформированного состояния и показате-
ля деформационного упрочнения.  

Жесткость механических схем. Определим 
величину показателя жесткости схемы напряженно-
го состояния (3), воспользовавшись методикой [48], с 
той разницей, что вместо плоского рассмотрим бо-
лее общее осесимметричное напряженно-дефор-
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мированное состояние. Значения конечных дефор-
маций можно представить как 

dr

d
ln


 ;

r
ln


 ;

0h

h
lnz  ,  (19) 

где r, h0, ρ,h – соответственно радиус и высота выде-
ленного элемента в исходном и деформированном 
состояниях формоизменяемого тела. 

Подставив (19) в условие несжимаемости (10), 
после почленного дифференцирования будем иметь: 

   
 



 2expexp1 z
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d
.  (20) 

После интегрирования дифференциального уравне-
ния (20) получим соотношение: 
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exp2exp



c

z  , 

где c – постоянная интегрирования. 
Логарифмирование последнего приводит к 

выражению: 
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Постоянную интегрирования c определим из 
граничных условий при 

kr  деформация 
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Потенцирование дает 
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,  

откуда     zkrc   exp~2exp2 . Подставим 

полученное выражение постоянной интегрирования 
св (21): 
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Из уравнения связи напряжений и деформаций (16) 
можно показать справедливость выражения: 

i
iср
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.  (23) 

Если 0ср , схема напряженного состояния 

является жесткой. При выполнении условия несжи-

маемости (6) z  уравнение (8) примет 

вид 22

3

2
zzi  

. С учетом постоянства 

одного из размеров деформируемого твердого тела, 

например, вдоль оси z (εz=0): 
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i , поэтому 
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Представим (23) в виде: 
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Выражение показателя жесткости схемы на-
пряженного состояния (3)подставим в (25) и с учетом 
(22) и (24) получим зависимость для нормального    

напряжения  : 

 3
3





i .   (26) 

 

 
Рис. 3. Критическая интенсивность деформации  
в зависимости от угла вида деформированного  

состояния  
 

Проделав аналогичные действия, определим нор-

мальное напряжение  : 

 3
3





i .   (27) 

На рис. 3 показано изменение критической 
интенсивности деформаций (18) в зависимости от 
угла вида деформированного состояния φε.  

Характер изменения показателя напряженно-
го состояния α (14) и показателя жесткости схемы 
напряженного состояния (4) от величины угла вида 
напряженного состояния φσ иллюстрирует график на 
рис. 4. 

 
Рис. 4. Изменение показателей схемы напряженного 

состояния α и показателя жесткости схемы  
напряженного состояния ψ 

 

Выводы: 
1. Построенные кинематическая и динамическая 

модели напряженно-деформированного состояния 
дают представление не только о величинах напря-
жений и деформаций, но и об их механических схе-
мах, которые сопровождают конкретные операции 
пластического деформирования, а так же о траекто-
риях напряжений и деформаций, имеющих вид дуг 
окружностей, что свидетельствует о немонотонно-
сти рассматриваемых процессов деформирования.  

2. Полученная зависимость критической интен-
сивности деформаций от угла вида деформирован-
ного состояния позволяет оценить устойчивость 
протекания процессов пластического формоизмене-
ния на большинстве операций ОМД. 
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KINEMATIC AND DYNAMIC MODELS OF DEFORMABLE SOLID BODY MECHANICS 
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In article invariant characteristics of the stress-strained state arising when performing various operations of metals 

processing by pressure are considered. Using a trigonometrical form of representation of stress and strain on the 

deviatoric plane the kinematic and dynamic models corresponding to the stress and strained states where trajecto-

ries of the main stresses and the main strains are represented by arches of circles that testifies to not monotony of 

forming processes are presented. 
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