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В работе предложен алгоритм для моделирования течения идеальной жидкости при наличии в об-
ласти решения твердых тел с произвольной геометрией. Алгоритм основан на применении метода 
гидродинамики сглаженных частиц и адаптирован для параллельных вычислительных систем на 
базе графических процессоров. Разработанный алгоритм реализован в виде программного ком-
плекса на языке C++. Модификации данного алгоритма могут быть использованы для моделирова-
ния процессов газодинамики.  
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На современном этапе развития численных ме-
тодов широкое распространение получили под-
ходы, основанные на сеточных методах решения 
систем дифференциальных уравнений в частных 
производных. Распространение и повышение 
доступности высокопроизводительных вычисли-
телей на основе графических ускорителей (graph-
ical processing unit, GPU) создает перспективы для 
эффективного применения методов бессеточно-
го численного моделирования. Наиболее эффек-
тивным, с точки зрения особенностей реализа-
ции на GPU, является метод гидродинамики 
сглаженных частиц (smoothed particles hydrody-
namics, SPH). Применение метода SPH позволяет 
существенно расширить круг решаемых гидро-
динамических задач, а также уменьшить время 
получения решения для проблем, решаемых се-
точными методами. Метод SPH позволяет моде-
лировать следующие явления, математическая 
постановка которых представлена системами 
дифференциальных уравнений (СДУ) в частных 
производных: вход в жидкость объектов сложной 
геометрии; обтекание потоком жидкости объек-
тов сложной геометрии; обтекание потоком 
жидкости твердых или пластичных объектов, 
поверхностные явления в жидкостях в областях с 
произвольной геометрией; моделирование раз-
рывных течений жидкостей с различными физи-
ческими характеристиками [1]. Метод позволяет 
комбинировать условия моделирования. Отсут-
ствие необходимости генерации сеток, как в ме-
тоде конечных разностей (МКР) или конечных 
элементов (МКЭ), позволяет более эффективно 
решать задачи с деформируемыми телами в 
жидкостях, подвижными границами и свобод-
ными поверхностями. 
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Незначительные изменения математиче-
ской постановки и алгоритма решения позволя-
ют расширить круг решаемых задач за счет чис-
ленного моделирования процессов в области га-
зодинамики.  

Применение бессеточных методов сопря-
жено с высокими вычислительными затратами, 
но, одновременно, метод SPH характеризуется 
возможностью распараллеливания и отсутствием 
необходимости генерации сеток, что существен-
но снижает вычислительные затраты по сравне-
нию с МКЭ и МКР [2]. Применение GPU для реа-
лизации основных стадий процесса моделирова-
ния позволяет сократить время получения реше-
ния, а для ограниченного круга задач – получать 
решение и визуализировать моделируемое тече-
ние в режиме реального времени. Реализация 
SPH на GPU сопряжена с необходимостью реше-
ния следующих проблем: постановка задачи мо-
делирования, применение допущений; дискре-
тизация исходных уравнений модели; проекти-
рование алгоритма решения задачи с учетом вы-
сокой степени параллелизма решаемой задачи; 
адаптация алгоритма к возможностям вычисли-
тельной системы на базе GPU; визуализация ре-
зультатов с учетом особенностей GPU-
вычислителя. 

В данной работе рассмотрен процесс ре-
шения задачи обрушения столба жидкости в ог-
раниченном объеме с препятствием. Решение 
задачи методом SPH сводится к реализации сле-
дующих этапов вычислительного эксперимента: 

1. Постановка задачи. Применяется мо-
дель слабосжимаемой жидкости, движение кото-
рой описывается уравнениями Навье-Стокса [3]. 
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Здесь v=(vx, vy, vz) – скорость жидкости в некото-
рой точке; ρ – плотность жидкости; p – давление; 
ν – кинематическая вязкость; Fext – внешние си-
лы, приведенные к единице массы (Fext=g, g – ус-
корение свободного падения). Для слабосжимае-
мой жидкости давление p в точке с плотностью ρ 
получим по формуле p=kρ0 ((ρ / ρ0)

γ – 1)/γ, где k – 
коэффициент жесткости, коэффициент γ=7, ρ0 – 
плотность воды. 

На рис. 1 представлена схема расчетной 
области. Замкнутый резервуар Ω с границей 
∂Ω=Г имеет линейные размеры: высота – H, 
длинна – L. Препятствие Ω0 с границей ∂Ω0=Г0 
имеет линейные размеры: высота –  h, длинна – l. 

 

 
 

Рис. 1. Схема расчетной области 
 
К уравнениям (1) добавляются начальные 

граничные условия: 
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2. Дискретизация исходной задачи. По-
строение дискретного аналога уравнений (1), (2) 
при использовании метода SPH основано на ла-
гранжевом представлении сплошной среды мно-

жеством частиц ),,( )()()( z
j

y
j

x
jj rrrr  ( Nj ,1 , N – 

количество частиц), каждая из которых обладает 
своей скоростью vj, массой mj, плотностью ρj, ко-
нечным объемом ΔVj. При этом дискретизация 
исходной функции f(r) заключается в двухэтап-
ном преобразовании: аппроксимация ядром (3) и 
аппроксимация частицами (4). 
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Здесь ),( hW x'x   – функция ядра. Интегриро-

вание производится по области решения Ω. Ап-
проксимация ядром представляет функцию f(r) 

через множество значений )(r'f , где r'r, ; 

h  – длинна сглаживания. В качестве ядра при-
меняется функция, удовлетворяющая условиям: 
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где δ – дельта-функция Дирака. 
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Здесь )( if r  – приближенное значение функ-

ции f(r), соответствующее частице ri, Ni ,1 , вы-

раженное через характеристики mj, ρj оставшихся 
частиц rj. Значение производной функции ап-
проксимируется с использованием (5). 
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При моделировании гидродинамических 
процессов бессеточными методами важное зна-
чение имеет функция ядра ),( hW r'r  . Выбор 

конкретного ядра, исследование влияния 

),( hW r'r   на точность, корректность и время 

получения решения, являются предметом от-
дельного исследования. В рамках данной работы 
применяется ядро (6). 
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Здесь параметр k определяется из соотно-

шения 0),(  hW r'r  при khr'r . Функция 
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 [3]. Здесь hrR / , 

где r'r r . В двумерном случае 27/15 hk  , в 

трехмерном – 3208/315 hk  . При практической 
реализации метода SPH аппроксимацию (4) про-
изводят не по всем N частицам rj, а используют 
конечное подмножество частиц 

 khjij  rrr |sup  области решения Ω (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Область поддержки Ωsup для частицы ri  
 

Для каждой частицы справедливо равенст-
во (7). 
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Уравнения (1) приводятся к дискретной форме с 
учетом (3) – (7).  
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Здесь jiij vvv   – дискретная аппрокси-

мация относительной скорости пары частиц. Ка-
ждое уравнение (8) записано для частицы ri, но 
вычисление осуществляется по параметрам час-
тиц rj, входящих в область поддержки Ωsup. 

3. Проектирование итерационного алго-
ритма решения задачи методом SPH. Обоб-
щенный алгоритм решения дискретного аналога 
(7) исходной задачи представлен на рис. 3. Каж-
дая стадия вычислительного эксперимента мо-
жет быть реализована различными способами. 
На стадии инициализации необходимо задать 
геометрические размеры подобластей области 
моделирования; задать физические характери-
стики моделируемой жидкости, начальные усло-
вия вычислительного эксперимента. Для опти-
мизации данного этапа разработан алгоритм им-
порта геометрических объектов из 3D-редактора 
Blender – это позволило сократить время подго-
товки геометрических объектов, присутствую-
щих в области решения. Геометрия тел задается 
множеством точек, соединенных ребрами; по-
верхности представлены множеством треуголь-
ных плоских элементов. Через графические при-
митивы передаются и начальные условия вычис-
лительного эксперимента. Например, цвет точки, 
заданный в редакторе Blender, интерпретируется 
программой моделирования как начальная ско-
рость частицы в данной точке. 

На стадии генерации частиц производится 
инициализация координат для каждой частицы. 
Следует учитывать, что при моделировании 
взаимодействия потоков жидкости и газов с 
твердыми телами сложной формы, а также пла-
стичными телами, количество генерируемых 
частиц существенно возрастает – необходимо 
покрывать поверхность тела, контактирующего с 
жидкостью, несколькими слоями фиктивных 
частиц. Для соблюдения граничных условий на 
границе «жидкость – твердое тело» внешний 
слой фиктивных частиц располагается таким об-
разом, чтобы их центры совпадали с поверхно-
стью твердого тела. Таким образом, несмотря на 
неподвижность фиктивных частиц, они имеют 
важное значение при реализации граничных ус-
ловий (2) и при расчете сил, действующих на час-
тицы жидкости. 

После получения начального распределе-
ния частиц осуществляется итерационный про-
цесс расчета новых значений координат, скоро-
сти, плотности для каждой частицы. На каждой 
итерации наиболее критичным с точки зрения 
производительности является стадия поиска   

соседей. В данной работе применяется упрощен-
ный алгоритм на основе функции хэширования – 
данный метод позволяет сократить время вы-
полнения этапа в двумерном случае. Для вычис-
ления функции хэширования вся область реше-
ния покрывается однородной сеткой с шагом 

),,( )()()( zyx ssss .  
 

 
 

Рис. 3. Схема алгоритма решения задачи  
методом SPH 

 
Для каждой частицы ri вычисляется функ-

ция хэширования (9). 
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min

)(
min

)(
minmin

zyx rrrr  – 

минимально возможные координаты по каждой 
оси. 

После вычисления функции хэширования 
необходимо осуществить сортировку массива 
частиц по значению fhash, при этом частицы, 
имеющие близкие хэш-функции будут распола-
гаться в массиве рядом друг с другом. Сортиров-
ка массива частиц на каждой итерации алгорит-
ма приводит к затратам времени, но, учитывая 
необходимость поиска соседних частиц для каж-
дой частицы, механизм хэширования снижает 
трудоемкость поиска соседей с O(N2) до O(cnN), cn, 
– среднее количество соседних частиц. На рис. 4 
представлена схема однородной сетки хэш-
функции для задачи, представленной на рис. 1. 
Показаны схематично фиктивные частицы, по-
крывающие поверхность дамбы в два слоя. Хэш 
функция не является уникальной для каждой 
частицы, поэтому несколько частиц могут по-
пасть в одну ячейку. 
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Рис. 4. Схема однородной сетки для вычисления 
хэш-функций частиц 

 
При разрывных течениях эффективно ис-

пользование квадро-дерева в двумерном случае 
и окто-дерева в случае трехмерного моделирова-
ния. Использование деревьев целесообразно при 
использовании динамически загружаемых гео-
метрических объектов. Квадро-дерево показано 
на рис. 5. При использовании древовидных ин-
дексов необходимо помещать каждую частицу в 
отдельную ячейку сетки. 

 

 
 

Рис. 5. Применение квадро-дерева для поиска 
соседних частиц 

 

При реализации стадии поиска соседних 
частиц следует учитывать особенности распреде-
ления памяти на GPU: разные виды памяти графи-
ческого адаптера используются в программе одно-
временно, но память выделяется для всех пере-
менных заранее, до начала вычислительного про-
цесса. Отсутствие возможности динамического 
выделения памяти для массива соседних частиц 
указывает на необходимость предварительной 
оценки размера данного массива. Приблизитель-
ная величина массива соседей вычисляется как 
отношение объема области сглаживания частицы 
к объему частицы (такая модель адекватна толь-
ко при слабой сжимаемости жидкости). После 
расстановки частиц и нахождения соседей реали-
зуется расчет плотности, давления и сил (внеш-
них и внутренних). Получив суммарную силу, 
действующую на каждую частицу, определяем 
ускорение и, следовательно, скорость и новые 
координаты на следующей итерации. 

Этап визуализации течения жидкости при 
использовании GPU реализован с использовани-
ем технологии интероперабельности компью-
терной графики. Координаты частиц постоянно 
находятся в памяти графического адаптера, по-
этому отображение этих данных выполняется без 
участия центрального процессора. Память, в   

которой расположены координаты частиц, ото-
бражается (передается как указатель) на память 
(буфер) из которого производится рисование. 
Отдельные режимы работы приложения позво-
ляют осуществлять сохранение текущего состоя-
ния всех частиц на диск, при этом скорость вы-
числений в таком режиме не только не позволяет 
осуществлять моделирование в режиме реально-
го времени, но и приводит к замедлению вычис-
лительного эксперимента на несколько поряд-
ков. Сброс (дамп) данных из памяти графическо-
го адаптера в оперативную память (и далее на 
диск) производится при отладке приложения и 
реализуется после нескольких итераций работы 
алгоритма.  

4. Итерационный процесс расчета поло-
жения частиц на GPU. В отличии от сеточных 
методов, основные вычислительные затраты ко-
торых связаны с решением системы линейных 
алгебраических уравнений, в методе SPH реали-
зуется итерационный процесс расчета физиче-
ских параметров частиц с целью получения на 
каждой итерации нового положения каждой час-
тицы. На каждой итерации рассчитываются: 
– силы, действующие на каждую частицу; 
– значения вязкости частиц; 
– скорости частиц; 
– обновленные координаты частиц; 
– интегральные характеристики (момент, энер-
гия). 

На графическом процессоре создается ко-
личество потоков, равное числу частиц жидко-
сти, при этом необходимо учитывать количество 
фиктивных частиц, представляющих границы 
тел, взаимодействующих с жидкостью. Каждый 
поток обращается к глобальной памяти GPU для 
поиска соседних частиц и вычисления функции 
сглаживания. Найденные соседние частицы для 
минимизации количества обращений к глобаль-
ной памяти копируются в разделяемую память, 
совместно используемую блоком потоков. Ис-
пользование разделяемой памяти позволяет вы-
полнить симметричное вычисление сил и функ-
ций сглаживания. 

При запуске программы в качестве пара-
метра командной строки передается количество 
итераций или длительность вычислительного 
эксперимента. Эти данные будут переданы на 
GPU и передача между GPU и CPU будет прервана 
до момента завершения вычислительного про-
цесса. После копирования результатов модели-
рования на CPU производится визуализация дан-
ных с использованием пакетов языка Python. На 
рис. 6 показана стадия вычислительного экспе-
римента, схема которого приведена на рис. 1, в 
момент времени t=0,01 с. На рис. 7 приводится 
развитие процесса обрушения столба жидкости 
(t=0,05 с). Развитие обрушения в момент времени 
t=0,09 с показано на рис. 8. На рис. 9 показана 
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заключительная стадия вычислительного экспе-
римента (в момент времени t=0,13 с), после кото-
рой жидкость переходит в состояние покоя. 

 

 
 

Рис. 6. Визуализация столба жидкости при t=0,01 с 
 

 
 

Рис. 7. Визуализация столба жидкости при t=0,05 с 
 

 
 

Рис. 8. Визуализация столба жидкости при t=0,09 с 
 

 
 

Рис. 9. Визуализация столба жидкости при t=0,13 с 
 

В представленном вычислительном экспе-
рименте использовалось 105 частиц для пред-
ставления жидкости. Из-за простой геометриче-
ской формы дамбы и ее неподвижности вирту-
альные частицы не применялись. Полное время, 
затраченное на вычислительный эксперимент, 
составило 10 с при использовании видеокарты 
GeForce 560 Ti и 5,7 с при проведении моделиро-
вания на видеокарте GeForce GTX Titan.  

В рамках данной работы проведено чис-
ленное моделирование процесса обрушения 
столба жидкости при наличии препятствия (дам-
бы) в области течения. Показана высокая эффек-
тивность бессеточного метода SPH. Применение 
графических процессоров позволило сократить 
время вычислительного эксперимента за счет 
распараллеливания всех стадий алгоритма. При-
менение метода SPH позволило отказаться от 
затратной по времени процедуры генерации сет-
ки. В работе получены изображения потока жид-
кости, возникающего при обрушении столба. По-
лученные результаты и разработанное приложе-
ние позволяют переходить к моделированию бо-
лее сложных явлений, основанных на моделях 
вязкой жидкости. 
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An algorithm for the simulation of ideal fluid in the presence of solutions in the field of solids with arbitrary 
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