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ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

ВВЕДЕНИЕ

Одним из популярных методов цифровой 
обработки геофизической информации, полу-
чаемой в результате зондирования объектов ис-
следования сверхкороткими видеоимпульсами 
порядка нескольких сотен пикосекунд, является 
метод обратного миграционного преобразо-
вания радарограммы. Этот метод отображает 
пространство изображения измеренных данных 
на пространство геофизической модели зонди-
руемой области. Кроме того, метод обеспечивает 
увеличение отношения сигнал / шум и гори-
зонтальной разрешающей способности геора-
дара. Миграционное преобразование успешно 
применяют при решении задач обнаружения, 
определения местоположения и идентификации 
объектов искусственного и естественного про-
исхождения, находящихся под слоем диэлек-
трического материала в виде почвы, скальной 
породы, воды, льда и т. п.

Для повышения помехоустойчивости метода, 
как правило, выполняют предварительную об-
работку экспериментальных измерений с целью 
выделения информативных сигналов, их интер-
претации и последующего анализа многослойной 
структуры среды, рассеивающей электромаг-
нитные волны (ЭМВ). Такого рода задачи имеют 
самостоятельное значение при мониторинге 
толщины ледовых покровов, качества дорожных 
покрытий, взлетно-посадочных полос, мостов, 
железнодорожного полотна и т. п.

ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ 
ВОЛНОВОГО ПОЛЯ

Натурные измерения выполняют с помо-
щью однопозиционного георадара, излучатель 
и приемник которого практически совмещены 
в пространстве. Регистрируемый массив дан-
ных описывает рассеянное средой трехмерное 
волновое поле f(t, x, z), где t – время, x и z – про-
странственные координаты, направленные вдоль 
и в глубину исследуемой поверхности. Соответ-
ствующую дискретную модель поля, заданного 
на ортогональном растре, удобно представить в 
виде трехмерной матрицы

f(n1, n2, n3) = f(n1 t, n2 x, n3 z), 
  10  ii Nn ,  i = 1,2,3.                    (1)

Здесь t и x , z  – интервалы временной и 
пространственной дискретизации, согласован-
ные по теореме отсчетов Котельникова – Шен-
нона [1, с. 58] с верхними граничными частотами 
Wi, i = 1,2,3 (частотами Найквиста).

Фурье-спектр поля вычисляют по формуле
       












 zdzkjxkjtjzxtfxdtdkk zxzx exp,,,, ,   (2)

если 1W , 2Wk x  , 3Wk z   и   0,,  zx kk  
в противном случае. Здесь, в отличие от геофизи-
ческой транскрипции [2, с. 33; 3, с. 89], принята 
стандартная радиофизическая форма записи 
непрерывного преобразования Фурье. Также сле-
дует отметить, что ширина полосы частот спектра 
(2) определяется значениями 2Wi, i = 1,2,3.

Если выполняются ограничения 1Wt    , 
2Wx  , 3Wz  , то периодическое про-

должение спектра (2) в частотном пространстве 
 zx kk ,, , как результат процедуры дискретиза-
ции данных (1), не приводит к эффекту наложения 
спектральных копий [1, с. 57]. В случае равенств в 
указанных выше ограничениях опорная область 
спектра (2) и ее периодические копии образуют 
плотную упаковку в частотном пространстве, 
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что обеспечивает наименьшую плотность узлов 
ортогонального растра в исходном пространстве 
(t, x, z). Это, в свою очередь, позволяет реконстру-
ировать значения поля
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с помощью оптимальной интерполирующей 
функции
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с нулевой или приемлемо малой ошибкой 
     zxtfzxtfzxte ,,,,~,,  .

МИГРАЦИОННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

В ряде работ [4, 5] отмечалось, что наиболее 
эффективные алгоритмы миграции сигналов, 
сформированных элементарными отражателями 
однородной среды, основаны на суммировании 
амплитуд сигналов каждого рассеивателя вдоль 
дифракционной гиперболы [6 - 8] или методе Стол-
та восстановления геофизического изображения 
зондируемой среды [2, с. 44; 3, с. 95]. Указанные 
алгоритмы устойчивы к шумам измерений, не 
вносят значимых интерференционных искажений 
в процессе преобразования и требуют относитель-
но небольших вычислительных затрат.

Радарограмма представляет собой двумер-
ное сечение матрицы (1) r(t, x) = f (t, x, z = 0), 
т. е. содержит результаты экспериментальных 
измерений поля на поверхности среды z = 0. 
Миграционное преобразование радарограммы 
r(t, x) позволяет восстановить волновое поле в 
вертикальном разрезе среды p(t, z) = f (t = 0, x, z) 
для начального момента времени t = 0. Основой 
такого рода реконструкции является скалярное 
волновое уравнение [3, с. 105] в частотном про-
странстве  (, kx)
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Здесь  zkF x,  – спектр Фурье двумерного 
сечение волнового поля  zxtf ,,  для фиксиро-
ванного значения заглубления 0z ; волновое 
число zk  удовлетворяет соотношению

 zxv
kk zx

,
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22 
 ;                      (5)

 zxv ,  – скорость распространения ЭМВ в среде. 
Решение указанного выше однородного линейно-
го дифференциального уравнения с разделяющи-
мися переменными имеет вид дисперсионного 
соотношения

      zkjkRzkF xxx ,exp,,  ,  (6)
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где    0,,  zkFkR xx  – спектр Фурье 
радарограммы.

В соответствии со свойствами преобразо-
вания Фурье полученное решение показывает, 
что волновое поле  zxtf ,,  на глубине z по-
лучают с помощью сдвига гармоник радаро-
граммы    0,,,  zxtfxtr  на величину на-
копленной фазы  zk x, . Миграционное 
преобразование методом фазового сдвига [2, 
с. 42; 3, с. 107] предполагает вычисление об-
ратного непрерывного преобразования Фурье 
с помощью дисперсионного соотношения (6). 
С учетом тождества   1exp  tj  для t = 0 
получим
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Иными словами, волновое поле в верти-
кальном разрезе среды  zxp ,  представляет 
собой обратное непрерывное преобразова-
ние Фурье спектрограммы  zkR x ,

~  по вол-
новому числу kx. Спектрограмма, в свою оче-
редь, является результатом фазовых сдвигов 
спектра Фурье радарограммы для текущих 
глубин z и последующего интегрирования 
по частоте .

ОТОБРАЖЕНИЕ СТОЛТА

В однородной среде скорость распростране-
ния волнового фронта не зависит от координат 
вертикального разреза   vzxv , . В этом случае 
накопленная фаза (7) увеличивается линейно в 
зависимости от глубины

    zkkk
v

zzk xzxx ,2, 2
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Соответствующее интегральное преобра-
зование Фурье, основанное на дисперсионном 
соотношении (6), приобретает вид
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Замена переменных в полученном равенстве 
с помощью подстановки 222

zx kkv   при-
водит к обратному преобразования Фурье
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для спектра R(, kx) радарограммы, рассчитанного 
на нелинейном растре {,(kx , kz), kx} . Здесь
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якобиан преобразования. Последовательность 
вычислений, реализующая алгоритм мигра-
ционного отображения Столта, представлена в 
Приложении 1. Результаты применения алго-
ритма для тестового изображения, хранящегося 
в базе данных на сайте [9] обучающего курса 
профессора Guy G. Drijkoningen факультета гео- 
инженерных технологий университета Дельфта, 
иллюстрирует рис. 1. Вычисления выполнялись 
для следующих параметров:  1550 м/с, t = 
0,004 с, x = 50 м, z = 6,2 м, N1 = 1001, N2 =141, N3 
=1001. В данном примере алгоритм Столта ото-
бражает дифракционные гиперболы исходных 
сейсмических данных в два точечных источника 
волнового поля геофизического разреза одно-
родной среды.

С методической точки зрения радиофизиче-
ская интерпретация нелинейного отображения 
Столта состоит в преобразовании радарограммы 
двумерным фильтром. Передаточная функция 
такого фильтра в частотном пространстве (, kx) 
имеет вид [2, с. 34; 3, с. 107]
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где фиксированное значение заглубления z > 0 
трактуется как параметр.

ОТОБРАЖЕНИЕ ГАЗДАГА

Рассмотрим многослойную среду, в которой 
скорость распространения ЭМВ не зависит от 
горизонтальной координаты x и изменяется ло-
кально постоянно от слоя к слою, т. е.
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где Vl  и zl – скорость распространения ЭМВ и за-
глубление нижней границы l-ого слоя, l = 1, 2, …, L.

Изменение скорости распространения зон-
дирующего излучения в среде естественным 
образом учитывает миграционное отображение 
Газдага [2, с. 42]. В рамках этого подхода дис-
персионное соотношение (6) представляют в 
рекуррентной форме
      zkjzkFzzkF xxx ,exp,,  ,

где  с  учетом  формулы  (7) фазовый  сдвиг 
 zk x,  спектра Фурье нисходящего вол-

нового поля при переходе от заглубления z к 
заглублению z + z имеет вид

   zzkzk xx  ,,

    zkkzk xzx  ,, ,         (10)
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 .          (11)

Алгоритм Газдага прямого отображения по 
нисходящим волнам    zxpxtr ,,  , представ-
лен в Приложении 2.

Миграционное преобразование радаро-
граммы с помощью алгоритма фазового сдвига 
предполагает наличие априорной информации о 
распределении скорости распространения ЭМВ 
по глубине. Такого рода информацию получают 
на этапе предварительной обработки данных с 
помощью современных методов структурного 
анализа радарограммы [10].

Результаты применения алгоритма для сейс-
мических измерений, хранящихся в базе данных 
на сайте [9], демонстрирует рис. 2. Вычисления 
выполнялись для следующих параметров: t = 
0,004 с, x = 20 м, z = 4 м, N1 = 3001, N2 = 1024, N3 
= 1046. Представленное на рис. 3 локально по-
стоянное распределение скоростей (9) по L = 14 
слоям среды загружалось из отдельного файла 
базы данных [9].

) ) 

Рис. 1. Миграционное преобразование Столта:
а – исходные данные; б – мигрированные данные
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) ) 

Рис. 2. Миграционное преобразование Газдага:
а – исходные данные; б – мигрированные данные

 

Рис. 3. Распределение скорости распространения волн
по слоям неоднородной среды
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РЕКУРСИВНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ СТОЛТА

Вычисление интеграла (7) с учетом модели (9) 
дает кусочно-линейную зависимость накоплен-
ной фазы от глубины
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где z0 = 0,               lx

l
zx

l
zx

l zkkkkk ,,, 11    
– коррекция набега фазы за счет изменения ско-
рости распространения ЭМВ в среде. Значения 
волнового числа kz находят по формуле (11) для 
скорости   lVzv  .

Кусочно-линейная зависимость (12) позволя-
ет представить дисперсионное соотношение (6) 
в следующем виде

        zkkjzkBzkF x
l
zlxx ,exp,, 1   ,   

l = 1, 2, …, L.   (13)

Здесь спектр Фурье  1,  lx zkB  восходя-
щего волнового поля для верхней границы 1lz  
текущего l -ого слоя вычисляют рекурсивно по 
слоям среды. В первом слое 10 zzz   спектр 
восходящего волнового поля на поверхности 
среды представляет собой радарограмму

   xx kRzkB ,, 0 
.

В последующих слоях ll zzz 1 , l = 2, 
…, L спектр восходящих волн на глубине 1lz  
рассчитывают по предыдущим спектральным 
оценкам нисходящего поля

 1,   lx zkB

     11 ,exp,   lx
l
zlx zkkjzkF . (14)

Очевидно, что рекурсия спектральных оценок 
нисходящих и восходящих волн позволяет последо-
вательно от слоя к слою применять эффективный 
в вычислительном отношении алгоритм мигра-
ции Столта. Рекурсивную по слоям модификацию 
этого алгоритма содержит Приложение 3.

Анализ рекурсии Столта выполнялся для 
тестовой радарограммы в виде суммы двух диф-
ракционных гипербол и гауссовского шума (рис. 
4.а). Скорости распространения волн (равные 
тангенсам углов наклона асимптот) в двух слоях 
среды принимали значения 1 и 2 соответственно. 
Миграцию гипербол в точечные источники вол-
нового поля геофизического разреза двухслойной 
среды иллюстрирует рис. 4.б.

Результаты тестирования рекурсивного 
алгоритма Столта демонстрируют экономию 
вычислительных затрат по сравнению с алго-
ритмом Газдага пропорциональную количеству 
слоев среды.

Приложение 1. Миграционное преобразо-
вание Столта.

Шаг 1. Вычислить двумерное дискретное 
преобразование Фурье (ДПФ) радарограммы 
   xntnrnnr  2121 ,,  по времени t и коор-

динате x.
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где
 

   xkmmRmmR  2121 ,, ,

   
10  ii Nm , 

  
2,1i ,

- дискретная модель  спектра  Фурье  R(, kx), 
рассчитанная на ортогональном растре с интер-
валами дискретизации
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Шаг 2. Выполнить дискретизацию про-
странственной  частоты  k z в  интервале 

zWk z  220 3  с шагом

) 

) 

Рис. 4. Рекурсивное миграционное 
преобразование Столта:

а – исходные данные; б – мигрированные данные
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  zNN
W

k z 






1

2
1

2

33

3
.        (П.2)

Отобразить узлы ортогонального растра 

 zx kmkm  32 ,  на  пространство  частот 

  xkmmm  232 ,,  с помощью нелинейного 

соотношения (5).

     23
2

232 2
, zx kmkmvmm  . (П.3)

Преобразовать частоты  32 ,mm  к основно-

му домену
 t



20

 
ДПФ радарограммы

    
t

mmmm

 23232 ,, ,

   10  ii Nm ,
   3,2i ,           (П.4)

где функция {a}b  означает остаток от деления 
величины a на целое число порций b.

Шаг 3. Выполнить интерполяцию отсчетов 
ДПФ радарограммы на нелинейном растре 

  xkmmm  232 ,,
.

   232 ,,~ mmmR

    





1

0
13221

1

1

,,
N

m
mmmmmR ,

В соответствии со свойством дуальности ДПФ 
[1, с. 93] оптимальная интерполирующая функ-
ция () в частотном пространстве имеет вид, 
аналогичный интерполирующей функции (4) в 
исходном пространстве

     








sin

2
2sin

R

R , (П.5)

где   tNR  11  – длительность отраженных 
сигналов радарограммы.

Шаг 4. Вычислить оценку ДПФ  32 ,
~ mmP  

волнового поля p(x, z) в вертикальном разрезе 
среды с помощью операции масштабирования

 
   

  2322
3

2
2

3
32 ,,~

2
,~ mmmR

kmkm

kmv
mmP

zx

z 



 .

Шаг 5. Реконструировать дискретную модель 
волнового поле в вертикальном разрезе среды с 
помощью обратного ДПФ по волновым числам 
kx и kz.     znxnpnnp 3232 ,,

  
















 





1

0

1

0
33

3
22

2
32

32

2

2

3

3

22exp,~1 N

m

N

m
mn

N
jmn

N
jmmP

NN ,

(П.6)
10  ii Nn ,

   3,2i .

Приложение 2. Миграционное преобразо-
вание Газдага.

Шаг 1. Вычислить по формуле (П.1) двумерное 
ДПФ R(m1, m2) радарограммы.

Шаг 2. Инициализировать цикл по глубине z.
03 n , 

   13  Nzz L .

Вычислить значения дискретной модели 
волнового поля на поверхности объекта локации
z = 0,        223232 ,0,0,, nrxnrznxnpnnp  .

Шаг 3. Цикл по глубине z.
133  nn ,

   zzz  .

Шаг 4. Инициализировать цикл по волновому 
числу kx .

12 m , 
   xNN

W
k x 







1
2

1
2

22

2
,
  

xx kk  .

Шаг 5. Цикл по волновому числу kx.
122  mm , 

  xxx kkk  .

Обнулить начальное значение спектрограммы

    0,~,~
32  zkRnmR x .

Шаг 6. Инициализировать цикл по частоте  .

01 m ,
     tNN

W








1
2

1
2

11

1 ,
   

0 .

В соответствии с выбранным алгоритмом 
численного интегрирования выражения (8) сфор-
мировать массив квадратурных коэффициентов 
 1mC ,

 
10 11  Nm . Вычислить начальный

 
спектр Фурье  zkF x,0  волнового поля для те-
кущих значений глубины znz  3  и волнового 
числа xx kmk  2

     21321 ,,, mmRzkFnmmF x  .

Обновить значение спектрограммы
       32113232 ,,~,~ nmmFmCnmRnmR  .

Шаг 7. Цикл по частоте .
111 mm ,    .

Вычислить по формулам (9) и (10) текущий 
фазовый сдвиг

     22

2
1

321
2

, xkm
zv

m
znmm 







 

 .

Вычислить текущий спектр Фурье  zkF x,  
волнового поля
      321321321 ,exp,1, nmmnmmFnmmF  .

Обновить значение спектрограммы
       32113232 ,,~,~ nmmFmCnmRnmR  .

Шаг 8. Критерий продолжения цикла по ча-
стоте  . Если 111  Nm , то идти к Шагу 7.

Шаг 9. Критерий продолжения цикла по вол-
новому числу xk . Если 122  Nm , то идти к 
Шагу 5.
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Шаг 10. Критерий продолжения цикла по 
глубине z. Если 133  Nn , то идти к Шагу 3.

Шаг 11. С помощью обратного ДПФ спектро-
граммы по волновому числу xk  реконструиро-
вать дискретную модель поля в вертикальном 
разрезе среды.

    znxnpnnp 3232 ,,

       

 












 


1

0
22

2
32

2

2

2

2exp,~1 N

m
mn

N
jnmR

N
,

       
10 22  Nn .

Приложение 3. Рекурсивное миграционное 
преобразование Столта.

Шаг 1. На ортогональном растре с интер-
валами дискретизации   и xk  вычислить 
по формуле (П.1) двумерное ДПФ  21 ,mmR  
радарограммы.

Шаг 2. Инициализировать цикл по слоям 
среды. Выбрать шаг дискретизации z  глубины. 
Сформировать массивы Vi и zi, i = 1, 2, …, L для 
скоростей распространения ЭМВ и заглублений 
нижних границ слоев. По формуле (11) для ско-
рости   1Vzv   сформировать массив волновых 
чисел

     xzz kmmkmmk  21
1

21
1 ,, ,

 
10  ii Nm ,

 
2,1i .

Вычислить ДПФ восходящего волнового поля 
на поверхности среды l = 0, z0= 0.

   21021 ,, mmRzmmB  ,

   10  ii Nm ,   2,1i .

Шаг 3. Цикл по слоям среды l = l+1.
Шаг 4. В текущем слое ll zzz 1  реа-

лизовать нелинейное преобразование Столта. 
Для этого:.  выполнить дискретизацию простран-
ственной частоты kz  с шагом kz в интервале 

zWk z  220 3  по формуле (П.2);. отобразить узлы ортогонального растра 
 zx kmkm  32 ,  на пространство частот 

  xkmmm  232 ,,  по формуле (П.3) для 
скорости распространения ЭМВ lVv  ;. преобразовать частоты  32 ,mm  к основ-
ному домену t



20  по формуле (П.4);.  для  дискретных  значений  глубины 

ll zzmz  31  с помощью функции (П.5) 
выполнить интерполяцию отсчетов ДПФ вос-
ходящего волнового поля на нелинейном растре 

  xkmmm  232 ,,

      



 

1

0
132121132

1

1

,,,~
N

m
ll mmmzmmBzmmB ;

. по формуле (13) вычислить отсчеты ДПФ 

нисходящего волнового поля для дискретных 
значений глубины ll zzmz  31

   
     zkmjzmmBmmF zl   313232 exp,~,~ ;

. масштабировать отсчеты ДПФ нисходящего 
волнового поля для дискретных значений глубины 

ll zzmz  31

 
   

 322
3

2
2

3
32 ,~

2
,~ mmF

kmkm

kmV
mmP

zx

zl




 .

Шаг 5. Рекурсия спектральных оценок в про-
странстве частот (, kx)  на ортогональном растре
{m1w, m2kx}:. по формуле (13) вычислить ДПФ нисхо-
дящего волнового поля для нижней границы zl  
текущего слоя среды
        ll

zll zmmkjzmmBzmmF 2112121 ,exp,,  ;

. по формуле (11) для скорости   1 lVzv  
распространения ЭМВ в последующем слое среды 
сформировать массив волновых чисел   

  21
1 ,mmk l

z


 
10  ii Nm ,

 
2,1i ;

. по рекурсивной формуле (14) вычислить 
ДПФ восходящего волнового поля для верхней 
границы zl  последующего слоя среды
        ll

zll zmmkjzmmFzmmB 21
1

2121 ,exp,,  .

Шаг 6. Критерий продолжения цикла по сло-
ям. Если Ll  , то идти к Шагу 3.

Шаг 7. С помощью обратного ДПФ спектра 
 32 ,
~ mmP  по формуле (П.6) реконструировать 
дискретную модель  32 , nnp  волнового поля в 
вертикальном разрезе среды.
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