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ВВЕДЕНИЕ

Управление – создание в каждый текущий мо-
мент времени целенаправленных воздействий на 
объект управления в зависимости от доступной 
информации о поведении объекта и действую-
щих на него возмущениях. В теории управления 
рассматриваются три принципа управления: 
1) по разомкнутому контуру, 2) по замкнутому 
контуру, 3) в реальном (ускоренном) времени. 
При использовании первого принципа до начала 
процесса управления по априорной информации 
строится программа (программное управление), 
которая в процессе управления не корректиру-
ется. При втором принципе управления теку-
щие управляющие воздействия (позиционные 
управления) создаются по заранее (до начала 
процесса управления) составленным правилам, 
определенным на всевозможной информации, 
которая может появиться о поведении объекта 
и действующих на него возмущений в процессе 
управления. Эти правила реализуются в форме 
прямых, обратных и комбинированных связей. 

При использовании третьего принципа управле-
ния перечисленные связи заранее не создаются, 
их текущие (потребные будущие) значения вы-
числяются в реальном (ускоренном) масштабе 
времени в процессе функционирования объекта.

Подход к проблеме синтеза обыкновенных 
динамических систем, ориентированный на 
принцип оптимального управления (ОУ) в ре-
альном (ускоренном) времени, был предложен в 
начале 70-ых годов В.С. Шендриком (по иници-
ативе Б.Н. Петрова) и развит А.А. Красовским и 
его учениками [1]. Наибольший вклад в развитие 
данного направления теории ОУ внес В.Н. Буков 
[2]. В начале 90-ых принцип управления в реаль-
ном времени был “переоткрыт” Р. Габасовым и 
Ф.М. Кирилловой и успешно развивается в бело-
русской школе математиков [3].

Известно, что на традиционные алгоритмы 
последовательных улучшений накладываются 
достаточно жесткие условия по сходимости и 
выбору начальных приближений. На пути исполь-
зования только достаточных условий оптималь-
ности или теории квазилинеаризации простых и 
надежных (гарантирующих поточечную сходи-
мость) методов, как отмечалось еще Р. Беллманом 
[4], создать не удалось. Для преодоления этих 
трудностей в статье развивается многометодная 
технология, основанная на сочетании метода 
квазилинеаризации с достаточными условиями 
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оптимальности Беллмана-Кротова. Предлагается 
применить квазилинеаризацию для локальной 
оптимизации в окрестности точек стационар-
ности, а достаточные условия оптимальности 
для интервальной  оптимизации. Основная 
идея предлагаемой двухметодной технологии: за 
счет интервальной оптимизации осуществлять 
грубый поиск начального приближения по доста-
точным условиям, а затем итерационным путем 
уточнять полученное приближение по условиям 
локальной оптимальности: стационарности или 
в форме принципа минимума.

Для организации минимизирующих после-
довательностей слабой, сильной и абсолютной 
минималей формулируется вспомогательная 
(вырожденная по формулировке) задача прибли-
женно-оптимального  синтеза. Вырожденность  
здесь заложена в саму постановку проблемы 
управления и проявляется особым образом: 
исходная  (невырожденная)  задача синтеза до-
определяется до сингулярной с целью включения 
предельных функций состояния и/ или управле-
ния  в  множество допустимых, но  таким обра-
зом,  чтобы преобразованная  задача  содержала  
оптимальное  решение.  Если  в  традиционных  
постановках  вырожденных  задач  управления  
сингулярная  кривая подлежит определению,  то  
в преобразованной задаче она известна: ею яв-
ляется оптимальная траектория исходной задачи.

Таким образом, в  отличие  от  известных 
подходов к решению задачи  приближенно-оп-
тимального  синтеза  регуляторов, когда в методе 
решения используется имеющаяся неодно-
значность в выборе производящих функций со 
свойствами функции Ляпунова, в данном случае  
имеет  место  другое  продолжение  теории  до-
статочных условий: путем фазовой линеаризации 
уравнений динамической системы и интегранта 
функционала исходной задачи нелинейного 
синтеза относительно заранее неизвестных, но 
определяемых в процессе функционирования  
объекта, постоянных на малых интервалах вре-
мени оптимальных значений вектор-функций 
управления и/ или состояния (квазилинеари-
зации) и через формирование градиентной 
стратегии  ньютоновского  типа  по  вариациям 
управлений и/ или траекторий на тех же интерва-
лах последовательно определяются и уточняются  
точки стационарности искомой минимали.  С 
целью фиксации  предельных  элементов  ми-
нимизирующих  последовательностей  поиска  
оптимального решения по условиям стационар-
ности предлагается использовать функционал 
обобщенной работы А.А. Красовского.

Разработаны эффективные методы совме-
щенного синтеза и процедуры решения двухто-
чечной краевой задачи по схемам динамического 
программирования, обеспечивающие поинтер-
вальную монотонно убывающую (релаксаци-
онную) сходимость процессов управления по 

необходимым условиям локальной оптималь-
ности. Сформулированы основные теоремы и 
приводятся различные варианты алгоритми-
ческой реализации методов. Необходимость 
в такой разработке обусловлена фактическим 
отсутствием надежных методов нелинейного 
синтеза цифровых регуляторов, гарантирующих 
высокую точность и устойчивость решения при 
приемлемых вычислительных затратах.

Наиболее важным представляется тот факт, 
что, по-видимому, впервые задача нелинейного 
синтеза формулируется в вырожденной (синер-
гетической) постановке, которая необходима для 
исследования диссипативных (открытых, само-
организующихся) систем.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ПРИБЛИЖЕННО-
ОПТИМАЛЬНОГО СИНТЕЗА УПРАВЛЕНИЙ

Под оптимизацией непрерывных процессов 
управления будем понимать решение задачи вы-
бора на отрезке времени T = [t0, tk] позиционного 
управления

))(,),(,( 00 txttxtuu                       (1)

и/ или состояния
))(,),(,( 00 tuttxtxx                       (2)

для динамической системы
),,( uxtfx                              (3)

такого, чтобы на траектории движения объекта 
x(t), удовлетворяющей заданным ограничениям 
на множествах начального и конечного состояний

,,0))(,),(,( 00
p

кк Rtxttxt          (4)

Функционал

I V t x t t x t f t x t u t dt I R
t

t

( , ( ), , ( )) ( , ( ), ( )) , ,0 0 0
1

0  
(5)

достигал минимума (максимума) или наименьшей 
(наибольшей) точной грани (инфимума inf  или 
супремума sup ). Здесь функции f, m, Vз и f0 – задан-
ные кусочно-непрерывные по t  и непрерывные и 
достаточно гладкие по x u,  (дифференцируемые 
или кусочно-дифференцируемые) векторные и 
скалярные функции указанных аргументов.

В дальнейшем будем рассматривать ме-
нее общую постановку задачи оптимизации 
– постановку задачи нелинейного синтеза ОУ, 
для которой условие (3) без потери общности 
может учитываться в конструкции модифици-
рованного лагранжиана; а скалярная функция 
V x t V t x t( ( )) ( , ( )) определяет граничные 

условия только на правом конце траектории (тер-
минальное множество). Граничные условия на 
левом конце траектории x t x Rn( )0

0   выби-
раются произвольными. Конечные ограничения 
на граничные условия и на значения управляю-
щих функций и траектории процесса (3) будем 
записывать как
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( ( ), ( )) ( ),x t u t F t                       (6)

где  UGXGGGtF uxux  ,,)(  является 
декартовым произведением множеств топологи-
ческой степени ( )n m , зависящим от времени t .

Множество пар вектор-функций { ( ), ( )}x t u t  , 
удовлетворяющих дифференциальной связи 
(3) и конечным ограничениям (2.6), называют 
множеством допустимых D . Предполагается, 
что D   .

Пару функций { ( ), ( )}x t u t D  будем на-
зывать оптимальным процессом (минималью) 
для I  на D , если

I x t u t d( ( ), ( )) .                    (7)

Здесь d I x t u t
D

 inf ( ( ), ( ))  – нижняя точная 
грань функционала (5).

Функционал (7) в общей теории экстремаль-
ных задач называют опорным функционалом 
(опорой) [5]. 

Последовательность { ( ), ( )}x t u t Ds s  , на 
которой 

I x u ds s s( , ) ,                    (8)

является минимизирующей для функционала I  
на множестве D .

2. КВАЗИЛИНЕАРИЗАЦИЯ И ДОСТАТОЧНЫЕ 
УСЛОВИЯ АБСОЛЮТНОГО МИНИМУМА

 А. Теорема Кротова.  Введем непрерывную и 
достаточно гладкую (дифференцируемую или ку-
сочно-дифференцируемую) функцию Фxt ),(  
и рассмотрим следующие конструкции

R t x u
t x
t

t x
x f t x u f t x u( , , )

( , ) ( , )
( , , ) ( , , ),  





 0

 
(9)

x t x t V x t t x t t x t( ( ), ( )) ( ( )) ( , ( )) ( , ( ))0 0 0 . (10)
Достаточные условия абсолютного миниму-

ма задачи (1) – (6) формулируются теоремой о 
минимали [6].

 Теорема  1 . Для  того  чтобы  пара 
( , )x u D  была минималью в задаче (1) – (6) 
достаточно существования такой гладкой функ-
ции ( , )t x , чтобы выполнялись условия

( ) ( , , ) inf ( , , )
( , ) ( )

t R t x u R t x u
x u F t  

для любого t t t[ , ]0 , (11)

x t x t x t x t
x t F t
x t F t

( ( ), ( )) inf ( ( ), ( ))
( ) ( )
( ) ( )

x
x

0 0
0 0

, (12)

где включение x t F t( ) ( ) x  определяет ограни-
чение на значения вектора состояния системы 
(1), F tx ( )  – проекция множества F t( )  на про-
странство X .

Данные условия с незначительными оговор-
ками распространяются на случай отсутствия 
явного решения уравнения (3), то есть когда речь 
идет об отыскании минимизирующей последова-
тельности { , }x us s

R t x u R t x u
s x u F t

( , , ) inf ( , , )
( , ) ( )s s 

 
,       (13)

x t x t x t x t
s x t F t

x t F t

( ( ), ( )) inf ( ( ), ( )).
( ) ( )
( ) ( )

s s
x
x

0 0
0 0

 

(14)

Доказательство теоремы связано с реализа-
цией принципа снятия части ограничений на 
условия задачи (1) – (6) за счет игнорирования 
дифференциальной связи (3), то есть за счет пере-
хода к так называемой тривиальной задаче [7] на 
расширенном множестве E F t D ( ) .

Пусть решение (xОП, xОП)  содержится в триви-
альной задаче (1) – (6). Покажем, что функционал 
I в данной задаче равен некоторому функционалу 
L: I x u L x u( ( ), ( )) ( ( ), ( ), )       при произвольно 
выбираемой функции ( , )t x , где

L x u x t x t R t x t u t dt
t

t

( ( ), ( ), ) ( ( ), ( )) ( , ( ), ( )) .0
0

 

 

(15)

Для этого используем в функционале (15) 
конструкции (11), (12). Тогда

L x u V x t t x t t x t( ( ), ( ), ) ( ( )) ( , ( )) ( , ( ))0 0

t x
t

t x
x

f t x u f t x u dt
t

t

(
( , ) ( , )

( , , ) ( , , )) .0
0

 (16)

Если оптимальное решение является одно-
временно минималью ( , )x u D   исходной 
задачи (1) – (6), то выполняется дифференци-
альная связь (3) и справедливо правило диф-
ференцирования функции ( , )t x  как сложной 
функции

( , ) ( , )
( , , ) ( , , )

t x
t

t x
x

f t x u f t x u0

( , )
( , , ).

d t x
dt

f t x u0
                 

(17)

Тогда формула (16) перепишется в виде

L x u V x t t x t t x t( ( ), ( ), ) ( ( )) ( , ( )) ( , ( ))0 0

d t x
dt

f t x u dt I x u
t

t

(
( , )

( , , )) ( ( ), ( )),0
0     

(18)

что и требовалось показать.
Оценка снизу функционала L x u( ( ), ( ), )    

определится как

l x t x t
x t F t
x t F t

( ) inf ( ( ), ( ))
( ) ( )
( ) ( )
0 0

0
x
x

R t x t u t dt
x t u t F t

t

t

inf ( , ( ), ( )) .
( ( ), ( )) ( )

0

 

        

(19)
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Из формулы (19) непосредственно следует, 
что условия (11), (12) теоремы 1 окажутся выпол-
ненными, если задать такую скалярную функцию 
( , )t x , что
l L x u I x u

x u F t x u D
( ) inf ( ( ), ( ), ) inf ( ( ), ( )).

( , ) ( ) ( , )
      

   
(20)

Имеющийся произвол в задании функции 
( , )t x  позволяет лучше приспособиться к спец-
ифике конкретной задачи и определяет метод ее 
решения. Связь с другими методами оптимиза-
ции рассмотрена в ряде монографий [6 – 8]. При 
этом к выбору функции ( , )t x  можно подходить 
таким образом, что аналогов среди известных 
методов не будет [9]. Однако такая общность 
допускает множество частных рекомендаций и 
методик, которые тесно связаны с опытом раз-
работчика, а, значит, приближаются к искусству. 
Конкретные примеры и практические результаты 
применения теоремы 1 можно найти в [5, 6, 10].

Замечание 1. В основополагающих работах 
В.Ф. Кротова [7] рассматривались конструкции, 
в которых в формуле (11) вместо операции на 
инфимум использовалась операция на supи за 
функцию   принималась функция с обратным 
знаком. Однако для большинства специалистов в 
области прикладной теории управления, знако-
мых с методом динамического программирова-
ния, наиболее понятны условия теоремы 1.

Следуя предсказанному Р. Беллманом подходу 
сочетания условий поиска глобального (динами-
ческое программирование) и локального мини-
мумов (квазилинеаризация), предлагается другое 
приложение достаточных условий абсолютного 
минимума (теорема 1), которое для непрерывных 
динамических систем приводит к разработке 
конструкций алгоритмов с прогнозирующими 
моделями, две из которых не имеют известных 
аналогов. 

 Б. Вывод основных соотношений. Учтем в исход-
ных конструкциях (11), (12) тейлоровское разложе-
ние функций f f, 0  в малой окрестности локальной 
минимали ( ( ), ( )) ( ( ), ( , ) )/x t u t x t u t t0 0

),,(
),,(),,( 0
00 x

x
uxtf

uxtfuxtf

),,(
),,(

1
0 uxou

u
uxtf

 
             

(21)
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),,(),,( 00
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2
00 uxou

u
uxtf

        
(22)

где  для краткости обозначим
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и применим теорему 1. Достаточные условия 
абсолютного минимума (11), (12) с учетом (21), 
(22) перепишутся в виде




)),,(),,(),(),((inf 00000 uxtfuxtf
x
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t
xt
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)]),([(inf 0 x
x
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xFx
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u
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u
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x
xt

Uu














(23)

inf ((
( ( ))
( )

( , ( ))
( )

) ( )
( ) ( )
( ) ( )
x t F t
x t F t

V x t
x t

t x t
x t

x t
0 0

0 0

x
x

( , ( ))
( )

( )) .
t x t
x t

x t0 0 0

0
0 0  

             
(24)

Выражения в квадратных скобках формулы 
(23) могут быть записаны через скалярную функ-

цию
 
H t x u

t x
x f fx( , , , )
( , )





  0 .

Тогда формулу (2.23) можно представить в 
виде




),,(),(),((inf 00 uxtf
x
xt

t
xt

Fx x 








)),,,((inf)),,( 0
000 x

x
uxtHuxtf x

Fx x






).(),()),,,((inf 0 tuxou
u

uxtH x
Uu






  

(25)

Замечание 2. Техника доказательства принци-
па минимума использует вариации управления на 
множестве малой меры, которые влекут за собой 
малые (в классическом смысле) вариации траек-
тории. Нетрудно показать, что выражение (23) 
также имеет вариационный смысл. Если учесть, 

что
 









  ,x
f
x x

f
u u f  0









f
x x

f
u u0 0 , то

 
в результате получим




),,(),(),((inf 00 uxtf
x
xt

t
xt

Fx x 








)),((inf)),,( 0)(),(000 fx
x
xtuxtf

tFux







).(),( tuxo  

Если считать остатки разложений функ-
ций f f, 0  незначимыми функциями времени 
(  )(),( tuxo   ), то соотношение (25) будет 
характеризовать четыре различные ситуации, 
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каждой из которых соответствуют свои конструк-
ции алгоритмов оптимального управления.

Первая ситуация типична при решении задач 
ОУ на основе принципа минимума, где постули-
руется сам факт существования экстремали Пон-
трягина: x x t u t t u t tx0 0( ), ( , ) ( ), ( )  . 
Тогда при фиксированных начальных условиях 
( ( ) )x t0 0  из (25) можно формально выписать 
уравнение сопряженной системы (уравнение им-
пульсов), а из формулы (24) определить условия 
его трансверсальности.

Вторая ситуация имеет место при решении 
задач синтеза ОУ методом дифференциального 
ДП [11], когда об оптимальности траектории 
x x t 0 ( )  можно косвенно судить по условиям 
оптимальности отдельных ее участков (интер-
валов [t, tк]) при ненулевой вариации управ-
ления (u  0 ) на этих участках. Такой способ 
вычислений не связан с непосредственным 
варьированием управления и траектории и, как 
следует из формулы (25), сводится к поиску ми-
нимизирующей последовательности (к организа-
ции процедуры слабого локального улучшения) 
u t u t t u t

t
( , ) ( , ) ( )0 , где локально-оп-

тимальное управление u t0 ( )  определяется по 
условию стационарности. При x x t 0 ( )  функция 
Кротова ( , )t x  является одновременно функци-
ей Беллмана S t x( , )  (S tx  

 ( ) ).
Третья ситуация соответствует случаю 
x x t u t t u t0 0( ), ( , ) ( ), допускает и фак-

тически рекомендует тип приближения, назы-
ваемый приближением в пространстве политик 
[4], который также отсутствует в классическом 
анализе. Политика (процедура сильного локаль-
ного улучшения) x x t

t
( ) ( )



 0  согласно (23), (25) 

формируется по условию 

)),,,((inf)]),([(inf 000 x
x

uxtHx
x
f

x
f

x
xt x

FxFx xx















  ,(26)

из которого в силу стационарности точек x t0 ( )  
(функция H  не зависит от x ) при малой ненуле-
вой вариации траектории x  следует тождество

 


H t x u
x

x( , , , )
,0 00 

                
(27)

и определяется вектор x0 . За счет организации 
процедуры улучшения x x t

t
( ) ( )



 0  обеспе-

чивается приближенное вычисление функции 
Беллмана S t x( , )0  через функцию Кротова 
( , )t x , которая здесь может быть выбрана 
произвольной, то есть фактически является 
функцией Ляпунова.

Четвертая ситуация формально напоми-
нает классическую постановку решения вари-
ационных задач, так как в ней за счет квази-
линеаризации предполагается использовать 
ненулевые вариации траектории и управле-
ния: x x t u u t 0 0( ), ( ) . Через соотношения 

 


H t x u
u

x( , , , )
,0  0
 


H t x u

x
x( , , , )0 0

 
здесь

 
организуются итерационные процедуры улучше-
ния u t u t t u t

t
( , ) ( , ) ( )0 , x x t

t
( ) ( )



 0  , 

обеспечивающие выполнение необходимого 
условия абсолютного локального минимума 
функционала (5): при  x u 0 0,  ожи-

дается  сходимость
 









x
f
x x

f
u u   0 ,









f
f
x x

f
u u0

0 0 0   .

В. Необходимые и достаточные условия слабой, 
сильной и абсолютной локальной минимали. Сфор-
мулируем теперь ряд теоретических положений 
о  слабой, сильной и абсолютной минимали, ко-
торые следуют из теоремы 1 и анализа формул 
(24), (25).

Теорема 2 (необходимые и достаточные усло-
вия локальной оптимальности в форме принципа 
минимума1). Если в задаче (1) – (6) существует ло-
кальная минималь ( , )x u0 0 , то в каждой точке ста-
ционарности выполняются следующие условия:

1)
 










( , )
( , , ) ,

( , )
( )

t x
t H t x

t x
x t0

0
00    ,

2) V x t t x t t x t( ( )) ( , ( )) ( , ( )),0 0 0 0 0

3)
 
H t x H t x u H t x u

u U
( , , ) ( , , , ) inf ( , , , ).0 0 0   

 0

Здесь условиям 1), 2) соответствует канони-
чески сопряженная система уравнений, форми-
рующая двухточечную краевую задачу 


( , , )

( , , ), ( ) ,x
H t x

f t x u x t x0
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0 0 0 0
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(28)
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.t
V x t
x t
0

               

(29)

Из условия 3) определяется вектор управ-
ления

 
u t u t t H t x u

u U
0 0( ) ( , ) argmin ( , , , )

 
, 

в локальном смысле доставляющий минимум 
функционалу (2.4)

I V x t f t x t u t dt
t

t

* ( ( )) ( , ( ), ( )) ,0 0 0 0
0

I I x u
x u D* ( , )
inf ( , ).  

                     
(30)

1 Условия теоремы 2 соответствуют традиционной 
схеме ДП и определяют решение не одной, а семейства 
задач оптимального управления.
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Таким образом, в рассмотренной выше пер-
вой ситуации локальная минималь (оптимальная 
программа) и опорный функционал I*  вычис-
ляются через решение двухточечной краевой 
задачи (28), (29).

Отметим, что предположение теоремы 2 о том, 
что пара ( , )x u0 0  — локальная минималь в задаче 
(1) – (6), несколько эвристично, пока не доказан 
факт ее существования [6, c. 24 – 26]. Этот факт 
устанавливается путем такой переформулировки 
исходной задачи ОУ, при которой имеется возмож-
ность организации процедур поиска минимизи-
рующих последовательностей, монотонно сходя-
щихся по u  и/ или по x  к локальной минимали.

Теорема 3 (необходимые и достаточные усло-
вия слабой локальной минимали). Для того чтобы 
пара ( , )x u0 0  была слабой локальной минималью 
задачи (1) – (6) необходимо и достаточно выпол-
нения следующих условий:

1)
 

,0),,(),,(),(),(
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00 uxtfuxtf
x
xt

t
xt









    
),(),(),( 00 t

x
xtS

x
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2)V x t t x t t x t( ( )) ( , ( )) ( , ( )),0 0 0 0 0

3)
 

 


H t x u
u

( , , , )0 0 0
 
для u Uint  или 

U Rm  и при ненулевой допустимой вариации 
управления u .

Замечание 3. По-видимому, на границах 
множества U  следующее из анализа (25) равен-

ство
 
inf (

( , , , )
)

u U

xH t x u
u

u



 


0 0

 
уступит место

 
соотношению

 
inf ( ( , , , ) ( ))
u U

H t x u t


0 0  , где 

  — малое число, ( )t  – непрерывная и кусоч-
но-гладкая на множестве малой меры функция. 
Тогда условие 3) теоремы 3 можно заменить на 
условие:

 
inf ( , , , ) .
u U
H t x u


0 0

Теорема 3 соответствует случаю решения 
задачи локально-оптимального синтеза ОУ по 
схеме дифференциального ДП []. Здесь локальное 
улучшение управления осуществляется через 
квазилинеаризацию дифференциальной связи (3) 
и интегранта функционала качества (4) в окрест-
ности u t0 ( ) , то есть

 ( , , ) ,x f t x u
f
u u 0 0





             

 (31)

I u V x t( ( )) ( ( ))0

f t x t u t
f
u
u dt

t

t

( ( , ( ), ( )) )0 0 0
0

0

I
f
u
u dt

t

t

( ) .*
0

0

 

                  

(32)

Непосредственно из формул (31), (32) видно, что 
при должным образом организованной процедуре 
приближений u t u t t u t

t
( , ) ( , ) ( )0  значения 

функционала (31) стремятся к нижней точной грани 
I*  функционала исходной задачи (1) – (6).

Теорема 4 (необходимые и достаточные ус-
ловия сильной локальной минимали). Для того 
чтобы пара ( , )x u0 0  была сильной локальной 
минималью задачи (1) – (6) необходимо и доста-
точно выполнения следующих условий:

1)
 
inf (
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( , , ) ( , , )) ,

x Fx

t x
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t x
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f t x u f t x u0 0 0 0 0 0
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2) inf ((
( ( ))
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) ( )
( ) ( )
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x t F t
x t F t

V x t
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x t
0 0

0 0

x
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( , ( )
( )

( )) ,
t x t
x t

x t0 0 0

0
0 0  

3)
 




H t x p u
x

( , , , )0 0 0
 
для X Rn  и при ненуле-

вой допустимой вариации траектории x .
Замечание 4. По-видимому, на границах 

множества X  следующее из анализа (25) равен-

ство
 
inf (

( , , , )
)

x F

x

x

H t x u
x

x



 


0 0 0

 
уступит место 

соотношению
 
inf ( ( , , , ) ( ))
x Fx

H t x p u t


0 0 , где
 

  — малое число,  ( )t  — непрерывная и кусоч-
но-гладкая на множестве малой меры функция. 
Тогда условие 3) теоремы 4 заменится условием: 
inf ( , , , ) .
x Fx
H t x p u


0 0

Теорема 4 определяет случай решения задачи 
локально-оптимального синтеза по приближе-
нию в пространстве политик (дискретный аналог: 
метод «блуждающей трубки» [4]). Здесь локальное 
улучшение траектории осуществляется через 
квазилинеаризацию дифференциальной связи (3) 
и подынтегрального выражения в функционале 
качества (4) в окрестности x t0 ( ) , то есть

 ( , , ) ,x f t x u
f
x
x 0 0





               

(33)

I x V x t f t x t u t
t

t

( ( )) ( ( )) ( ( , ( ), ( ))0 0 0 0
0

f
x
x dt I

f
x
x dt

t

t

) ( ) .*
0 0

0

 

          

(34)

 Из анализа формул (33), (34) ясно, что 
при организации процедуры приближений 
x x t

t
( ) ( )



 0 предельное значение функциона-

ла (34) равно нижней точной грани I*  критерия 
качества исходной задачи (1) – (6).
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Теорема 5 (необходимые и достаточные усло-
вия абсолютной локальной минимали). Для того 
чтобы пара ( , )x u0 0  была абсолютной локальной 
минималью задачи (1) – (6) необходимо и доста-
точно выполнения следующих условий:

1) inf (
( , ) ( , )

( , , ) ( , , )) ,
x Fx

t x
t

t x
x

f t x u f t x u0 0 0 0 0 0

     

( , )
( ),

t x
x

p t

2)

 

inf ((
( ( ))
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( , ( ))
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) ( )
( ) ( )
( ) ( )
x t F t
x t F t

V x t
x t

t x t
x t

x t
0 0

0 0

x
x

     

( , ( )
( )

( )) ,
t x t
x t

x t0 0 0

0
0 0

3)
 




H t x p u
x

( , , , )0 0
 
для X Rn  и при не-

нулевой допустимой вариации траектории x .

4)
 




H t x p u
u

( , , , )0 0
 
для  u Uint  или 

U Rm  и при ненулевой допустимой вариации 
управления u .

Для условий 3), 4) теоремы остаются справед-
ливыми замечания 3, 4.

Теорема 5 формально характеризует случай 
решения оптимизационных задач по классиче-
ской схеме вариационного исчисления. Однако 
стратегия определения минимали здесь иная: 
улучшение траектории и управления за счет 
квазилинеаризации дифференциальной связи 
(3) и интегранта функционала (4) в окрестности 
x t0 ( ) , u t0 ( )  на малых интервалах оптимизации 
t , тo еcть в реальном времени

 ( , , ) ,x f t x u
f
x x

f
u u  0 0









         

(35)

I x u V x t f t x t u t
t

t

( ( ), ( )) ( ( )) ( ( , ( ), ( ))0 0 0 0
0

f
x
x

f
u
u dt I

f
x
x

f
u
u dt

t

t

) ( ) .*
0 0 0 0

0  
(36)

Из  формул  (35), (36) следует, что  при 
x x t

t
( ) ( )



 0 ,

 
u t u t t u t

t
( , ) ( , ) ( )0

 
вы-

полняются условия: I x u I( ( ), ( ) *   , x 0 .

Условие ( )  ( )x t x t 0   соответствует не-
обходимому условию абсолютной локальной 
минимали.

3. ФОРМАЛИЗМ ДООПРЕДЕЛЕНИЯ 
КОНСТРУКЦИИ ИСХОДНОГО КРИТЕРИЯ 

ДО НЕКЛАССИЧЕСКОГО 
ФУНКЦИОНАЛА КАЧЕСТВА

Утверждение 1 (принцип эквивалентности 
допустимой и локальной минималей). Для того 

чтобы допустимый оптимальный процесс являл-
ся локальной минималью, необходимо доопреде-
лить функционал (4) таким образом, чтобы:

1) при x t x t u t t u t( ) ( ), ( , ) ( )0 0  множе-
ство оптимальных в локальном смысле управ-
лений и траекторий E F t ( )  совпало бы с 
множеством допустимых оптимального процесса 
D B  ( E D B  );

 2) для того и другого класса процессов 
на расширенном множестве E F t ( )  была бы 
возможность организации поиска минимизиру-
ющих последовательностей

 
x x t

t
( ) ( )



 0

 
и /или

 
u t u t t u t

t
( , ) ( , ) ( )0  к D B  ( E D ).
Выполнение пункта 1) утверждения 1 сопро-

вождают условия стационарности по перемен-
ным u  и x  (теорема 2); пункта 2) — условия их 
вырожденности по u  и /или x  (теоремы 3 – 5).

 Условиям 1), 2) сформулированного выше 
принципа эквивалентности допустимой и 
локальной минималей соответствует доопре-
деление опорного функционала I I

D* inf  до 
функционала исходной задачи (4) (формулы (32), 
(34), (36)).

Обозначим L x u I x u( , ) ( , ) . Тогда предпо-
ложение об оптимальности одного из элементов 
множества D  — переменных u  или x , позволяет 
локализовать процесс вычислений по схемам 
динамического программирования: по схеме 
дифференциального ДП (теорема 3) или по при-
ближению в пространстве политик (теорема 4) 
через соответствующие утверждению 1 конструк-
ции функционалов:
L x u S x J u u J u u( , ) ( ) ( , ), ( , ) ,0 0 1 0 1 0 0    (37)

L x u S u J x x J x x( , ) ( ) ( , ), ( , ) ,0 0 2 0 2 0 0    (38)

где
 
S x I x u

u U
( ) inf ( , ),0 0

  
S u I x u

x Fx
( ) inf ( , )0 0

  
– функции Беллмана в процедурах решения 
прямой и обратной задач синтеза управлений, 

J u u
f
u
u dt

t

t

1 0
0

0

( , ) ( ) , 




ê

 
J x x

f
x
x dt

t

t

2 0
0

0

( , ) ( ) 




ê

  
–

 
функционалы расстояний между элементами 
множества допустимых, S u S x I( ) ( ) *0 0    . 
Схема решения задачи приближенного син-
теза ОУ через функциональное уравнение 
S x I x u

u U
( ) inf ( , )0 0

  соответствует методу сла-
бого улучшения: через близость допустимого 
управления u=uОП(t,) к локально-оптимальному 
u0(t)=uОП(t,t) обеспечивается выполнение условия 
 x x 0  и косвенно x x 0 . Другая частная схема 
решения задачи синтеза через функциональное 
уравнение S u I x u

x Fx
( ) inf ( , )0 0

  отражает суть 
метода сильного улучшения: обеспечение сходи-
мости итерационных процедур по единственно-
му условию: x t x t( ) ( ) 0 .
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Общей схеме решения задачи приближенно-
оптимального синтеза (теорема 5) соответствует 
доопределение опорного функционала до функ-
ционала следующей конструкции:

,0),(,0),(
),,(),(),(),(

0201

020100




xxJuuJ
xxJuuJuxIuxL

  
(39)

г д е
 
I x u I x u I

x u D
( , ) inf ( , )

( , ) *0 0  


.  А н а л о г 

схемы решения вариационных задач харак-
теризуется  функциональным  уравнением 
I x u I x u

x u D
( , ) inf ( , )

( , )0 0 
  

и реализуется через 

метод определения абсолютного минимума 
функционала (4): за счет организации миними-
зирующих последовательностей

 
x x t

t
( ) ( )



 0

 
,
 

u t u t t u t
t

( , ) ( , ) ( )0
 
обеспечивается

 
выполнение условия: ( )  ( )x t x t 0  .

К сожалению, ответ на вопрос о существова-
нии опорного функционала I*  и единственности 
решения определяющих его характеристик зада-
чи Коши (28), (29), а также исходной задачи син-
теза (1) – (6) неоднозначен по ряду причин [12]:
10 . В заданном классе допустимых управ-

лений не всегда существует такое, при котором 
достигается инфимум в (5).

20 . Функция Ляпунова – Кротова не всегда 
обладает той гладкостью, которая предполагалась 
при выводе достаточных условий абсолютного 
минимума (теорема 1). Иными словами, произ-
водящая функция не всегда удовлетворяет до-
статочным условиям оптимальности Беллмана 
– Кротова или удовлетворяет им в некотором 
обобщенном смысле. Следовательно, решение, 
получаемое по условиям (11), (12), не всегда со-
впадает с соответствующей функцией Ляпунова 
– Кротова.
30 . Если производящая функция удовлет-

воряет условиям (11), (12), то отсюда не следует, 
что управление, при котором достигаются эти 
условия, является оптимальным. В частности, при 
таком управлении может вообще не существовать 
решения уравнения (3).

40 . Решение задачи Коши (11), (12) может ока-
заться не единственным (магистральным). По-
этому требуется дополнительное исследование, 
позволяющее установить, какое из этих решений 
удовлетворяет исходной задаче синтеза. Даже в 
ЛК–задаче число таких решений будет 2n , где 
n  — размерность вектора состояния системы (3).

Если причины 10 , 20 , 30  принципиально 
устранимы за счет расширения множества до-
пустимых, уточнения выбора производящей 
функции и организации итерационных процедур 
поиска решения системы (3), то последняя при-

чина в рамках классических формулировок задач 
синтеза ограничивает применение теории (за 
исключением частных случаев) исследованием 
объектов размерностью не выше трех – четырех, 
для которых еще известно аналитическое реше-
ние в радикалах.

4. ИТЕРАЦИОННО-РЕЛАКСАЦИОННЫЙ 
МЕТОД КАК СПОСОБ РЕШЕНИЯ

ДВУХТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ НЕПРЕРЫВНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

А. Релаксационное расширение пространства 
состояний. Следующий конструктивный шаг к 
практической реализации рассмотренных выше 
схем решения задачи (1) – (6) состоит в опреде-
лении стратегии приближенного синтеза опти-
мальных в локальном смысле управлений и/ или 
траекторий через релаксационное расширение 
пространства состояний. Релаксационное расши-
рение связано с исследованием свойств предель-
ных элементов минимизирующих последователь-
ностей поиска управлений и/ или траекторий, 
которые определяют исходную постановку задачи 
синтеза для дифференциальной системы (3).

В основу организации поиска предельных 
элементов положены [13]:

1). Идея квазилинеаризации — фазовой лине-
аризации процесса (3) и интегранта функционала 
(5) относительно оптимальных, определяемых в 
процессе функционирования объекта, и посто-
янных на конечном числе малых длин оптими-
зации t  параметров u u0 

*  и/ или x x0 
*  по 

формулам (31) — (36).
2). Предположение о допустимости выбора 

управлений и/ или траекторий, мало отличаю-
щихся от оптимальных на конечном числе длин 
t , что дает возможность организовать при-
ближенную стратегию синтеза на паре (u u, 0  ) по 
традиционной схеме динамического програм-
мирования

d u
d t u u u


   , ,0
                   

(40)
 

на паре ( x x, 0 ) по схеме приближений в простран-
стве политик

d x
d t x x x


   , 0
                    

(41)

на паре ( z z, 0 ) по аналогу вариационной схемы     
( z x u ( , ) )

d u
d t

d x
dt





 , ,

                      
(42)

где   – «новый» m  – вектор управления,    – 
«новый» n  – вектор состояния.

Если длины оптимизации t  малы, то про-
изводные в (40) – (42) с достаточной степенью 
точности описываются соотношениями
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u t u t t x t x t t( ) ( ) , ( ) ( ) ,   0 0  
которые могут быть реализованы в виде итераци-
онной процедуры ньютоновского типа для опреде-
ления локальной минимали: при   0 0,  в 
каждой точке стационарности обеспечивается вы-
полнение условий: u t u t x t x t( ) ( ), ( ) ( ). 0 0  
Поэтому выбор градиентных стратегий типа 
(40) – (42) естественен, соответствует идеологии 
квазилинеаризации и идее нелинейного синтеза 
в процессе функционирования объекта (3) (со-
вмещенного синтеза) на малых длинах t. Этим 
самым и сама задача синтеза представляется в 
линеаризованном виде: множество всех точек x(tк) 
терминального члена функционала (5) становится 
близко к выпуклому [14].

Отметим, что при квазилинеаризации диф-
ференциальной связи (3) по формуле (35) для 
аналога схемы вариационного исчисления между 
вариациями траектории x  и управления u  
существует взаимооднозначная связь.

Приращение вариации траектории системы 
(3) на малых длинах оптимизации t равно

lim , .



t

x
t

x x x x


  
0 0


 

             
(43)

 
Очевидно, что отклонение траектории движе-

ния системы (3) на длинах t от неварьируемой 
величины x0  может быть вызвано вариацией 
управления на тех же длинах

lim
/ .










u u u

x
u

x
u



 



0

0

.

                 

(44)

Поэтому в силу (46) и (47) можно считать, что

lim lim lim  ,
/

  








t u u u t

u
t

x
u

x
u

u
t

Z u
 









 






0 0 0 1

0


 






 (45)

где

 

Z x
u u u

1
0

 



 


 /

–  матрица размера n m ,

 
определяемая из формулы
d
dt

x
u

f t x u
x

x
u

f t x u
uu u

lim
( , , )

lim
( , , )

.
 





 











 






















0

0

0

0

Последнее выражение является уравнением 
чувствительности вариаций траекторий к ва-
риациям управлений в точках стационарности 
x x u u 0 0,

 .Z f Z fx u1 1                           (46)

Следовательно, оказывается справедливым 
следующее соотношение 

  ,x Z u 1                               (47)

которое следует из сравнения формул (46), (48) 
между собой.

Таким образом, для аналога схемы вариацион-
ного исчисления градиентная процедура поиска 
локальной минимали определяется формулами

    ,  ,x Z u 1                     (48)

которые при малых длинах t могут быть пред-
ставлены в виде
u t u t t x t x t Z t( ) ( ) , ( ) ( ) .   0 0 1  
Б.  Применение функционала обобщенной рабо-

ты в задаче приближенно - оптимального синтеза 
регуляторов. Суть градиентных стратегий (40), 
(41), (42) или (48) — релаксационное расшире-
ние пространства состояний (3): y x u ( , )  
для схемы дифференциального динамического 
программирования, y x x ( , )  для схемы при-
ближений в пространстве политик, y x x u ( , , )   
для аналога схемы вариационного исчисления. 
Поэтому требуется таким образом переформу-
лировать исходную постановку задачи оптими-
зации (1) – (6), чтобы была возможность зафикси-
ровать предельные элементы минимизирующих 
последовательностей в точках стационарности 
x x u u 0 0, . Для этого предлагается приме-
нить функционал обобщенной работы (ФОР) [1]

I y S y t Q y L
t

t

( ( )) ( ( )) [ ( , ) ( )1
0

L L L d( ) ( ) ( )] ,1 20 2 0      
(49)

результат  минимизации  которого  есть 
цена  I*  исходной  задачи  синтеза . Здесь 

L r L rT T
1 1( ) . , ( ) . ,05 051

0 0
1

0   

L T
2 ( ) . ,05 1  L T

2 ( ) . ,0 0
1
005

— некоторые квадратичные формы от «новых» 
управлений и/ или состояний. Интегранты ли-
неаризованного в окрестности векторов u t0 ( ) и/ 
или x t0 ( )  функционала (5) в ФОР (52) задаются 

в виде:Q t y f t x u
f
u up ( , ) ( , , ) 0 0 0
0




 
— для

 
традиционной схемы динамического програм-

мирования,
 

x
x
fuxtfytQ 

 0

000р ),,(),(  – для
 

схемы приближений в пространстве политик, 

u
u
fx

x
fuxtfytQ 





 00

000р ),,(),(  –  д л я
  

аналога вариационной схемы. Переменные 
 0 0,  на длинах t являются постоянными, не-
варьируемыми параметрами:    0 0 * *, .

Задача получения оптимального решения ли-
неаризованного на малых длинах оптимизации t 
процесса (3) формулируется следующим образом: 
организовать итерационные процедуры поиска 
слабой (теорема 3), сильной (теорема 4) и абсолютной 
минимали (теорема 5), обеспечивающие инфимум 
ФОР (52) при дифференциальных связях (31), (33), (35).

Сформулированная задача приближенно-
оптимального синтеза решается методом ха-
рактеристических полос [1]. Основной результат 
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формулируется в виде следующих теорем.
Теорема 6. Для процесса (3) оптимальное в 

смысле достижения локального минимума функ-
ционала (5) и ФОР

I y S y t( ( )) ( ( ))  

Q y L L d
t

t

[ ( , ) ( ) ( )]1 1 0
0

 
     

(50)

управление определяется процедурой слабого 
улучшения u t u t t u t

t 0( , ) ( , ) ( )  , полу-

чаемой из канонически сопряженной системы: 
дифференциальной связи (31) и уравнений


( , , ) ( , , )

p
f t x u

x
f t x u

x
px

T T

x   






0 0 0 0 0

(  )u p
x

u
 






,                          (51)


( , , ) ( , , )

p
f t x u

u
f t x u

u
pu x







  0 0 0 0 0
 

, (52)

  rp u ,                            (53)

 ( , , )S t x u  

f t x u
f t x u

u u0 0 0
0 0 0( , , )
( , , )





 ,        (54)

где S  — функция Беллмана для задачи с расши-
ренным вектором состояния;

p
S
x t p

S
u tx

T

x u

T

u   







 ( ) , ( )
 

—
 

котраектории состояния и вариаций управления.
Теорема 7. Для процесса (3) оптимальное в 

смысле достижения локального минимума функ-
ционала (5) и ФОР

I y S y t( ( )) ( ( ))

Q y L L d
t

t

[ ( , ) ( ) ( )]1 1 0
0     

(55)

состояние определяется процедурой сильного 
улучшения )()()( 0ОП txtxtx

t



, формируемой 

через решение канонически сопряженной систе-
мы: дифференциальной связи (33) и уравнений


( , , ) ( , , )p f t x u
x

f t x u
x

px

T T

x   






0 0 0 0

(  )x p
x

x
 






,                         (56)


( , , ) ( , , )

p
f t x u

x
f t x u

x
px x







  0 0 0 0 0
 

,  (57)

    p x ,                               (58)

 ( , , ) t x x   f t x u
f t x u

x x0 0 0
0 0 0( , , )
( , , )





 , (59)

где   — функция Ляпунова – Кротова для задачи 
с расширенным вектором состояния;

p x p ux

T

u

T

 




,

 
– котраектории со-

стояния и вариаций состояния.
Теорема 8. Для процесса (3) оптимальные в 

смысле достижения локального минимума функ-
ционала (5) и ФОР (49) управление и состояние 
определяются процедурой поиска абсолютной ло-
кальной минимали )(),(),( 0ОП tuttutu ОПt




  , 
)()()( 0ОП txtxtx

t



, формируемой через реше-

ние канонически сопряженной системы: диффе-
ренциальной связи (35) и уравнений


( , , ) ( , , )p f t x u
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f t x u
x

px

T T
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,     (61)


( , , ) ( , , )

p
f t x u

x
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px x







  0 0 0
 

,     (62)

    p x ,   rp u ,                   (63)

 ( , , , )  t x x u  

=– f t x u
f t x u

x x
f t x u

u u0 0 0
0 0 0 0( , , )
( , , ) ( , , )

 








 , (64)

где   – функция Ляпунова-Кротова для задачи 
с расширенным вектором состояния;

p x p ux

T

u

T

 




, ,

 
p xx

T







 
– ко-

траектории состояния и вариаций управления 
и состояния. Здесь в условиях теоремы вместо 
формул (62), (63) при небольших размерностях 
векторов состояния и управления можно исполь-
зовать матричное уравнение чувствительности 
(49) и градиентную процедуру (48).

Доказательство теорем 6 – 8 осуществляется 
через прямое преобразование достаточных усло-
вий оптимальности Беллмана – Кротова к более 
простым достаточным условиям в форме уравне-
ния Ляпунова для расширенного пространства со-
стояний с последующим его решением методом 
характеристик. 

Нетрудно видеть, что при u  0  или x  0  из 
условий теоремы 8, как следствие, получаются про-
цедуры слабого и сильного улучшения теорем 6, 7.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе условий теорем 6 – 8 разработано 
алгоритмическое обеспечение интегрированной 
САУ, стратифицированное по уровням управ-
ления воздушным судном. Работоспособность 
алгоритмов нелинейного синтеза проверена на 
ряде тестовых примеров [15 – 18] и на модельных 
задачах динамики перспективных автоматизиро-
ванных систем предупреждения столкновений и 
преодоления сдвига ветра при заходе на посадку 
самолета среднего класса.
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QUASILINEARIZATION AND SUFFICIENT CONDITIONS OF OPTIMALITY 
IN THE PROBLEM OF  IMPROVEMENTS AND CONTAINMENT

© 2016 A.V. Daneev, V.N. Sizykh
 

Irkutsk State Transport University 

A new approach to the analytical design of linear and panel-integrated linear automatic control systems 
(ACS) real (fast) time scale, based on the combined use of technology and a dynamic programming method 
quasilinearization. The effective methods of synthesis and the combined procedure the two-point boundary 
value problem solutions on schemes of dynamic programming, providing interval standardized monotonically 
decreasing (relaxation) the convergence of management processes for the necessary conditions for the local 
optical-minimality. The basic theorems and are different vari-Antes algorithmic implementation methods. 
The need for such a development is due to the actual lack of reliable methods for the synthesis of non-linear 
digital controllers, guaranteeing high accuracy and stability of the resolution as acceptable computational cost. 
For continuous dynamical systems-ray shows the basics of nonlinear synthesis of theory in the degenerate 
(synergistic) formulation. developed algorithmic software integrated ACS, stratifi ed by level of control of 
the aircraft. The effi ciency of the nonlinear fusion algorithms tested in a number of test cases and model 
problems of the dynamics of promising automated collision avoidance systems and overcome the wind shear 
on approach middle-class aircraft. For the fi rst time a non-linear synthesis problem is formulated in the 
degenerate (synergistic) setting, which is necessary for the study of dissipative (open, self-organizing) systems.
Keywords: continuous dynamic system, approximately-optimal position control, quasilinearization 
suffi cient optimality conditions.
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