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Приводится описание аналитико-числового и приближенного численного матричных методов пла-

нирования траектории движения беспилотного летательного аппарата с учетом необходимости пре-

одоления летательным аппаратом зон противовоздушной обороны противника, которые отличаются 

от аналогов повышенной точностью и более низкой вычислительной трудоемкостью расчета балли-

стиконавигационных задач. 
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Научно-техническая задача совершенствова-
ния методического аппарата и создания специали-
зированных бортовых средств автономного реше-
ния траекторных задач применительно к отечест-
венным беспилотным летательным аппаратам 
(БЛА) является актуальной. Успешное решение за-
дачи во многом зависит от степени совершенства 
отечественных бортовых систем управления, про-
граммно-аппаратные средства которых должны 
обеспечивать автономное планирование траекто-
рии движение летательного аппарата в режиме 
времени близком к реальному в зависимости от 
динамических характеристик летательного аппара-
та и противодействия противника [1]. Трудности 
обеспечения планирования траектории движения 
БЛА в этом случае связаны: 

- c недостаточной точностью глобального (пред-
полетного) планирования траектории движения из-
за использования приближенных численных мето-
дов математического моделирования динамиче-
ских свойств летательного аппарата; 

- с недостаточной точностью локального (в по-
лете) планирования траектории движения из-за 
игнорирования динамических свойств летательного 
аппарата и противодействия противника; 

- с высокой вычислительной трудоемкостью ло-
кального планирования траектории движения сред-
ствами бортовой системы управления из-за необхо-
димости выполнения расчетов для каждой опорной 
(контрольной, узловой) точки траектории. 

Постановка задачи баллистиконавига-
ционного обеспечения БЛА. Рассматривается ди-
намическая модель БЛА заданная в виде однород-
ного обыкновенного дифференциального уравне-
ния n-го порядка (ОДУ) или системы из n однород-
ных дифференциальных уравнений первого поряд-
ка в форме Коши или в виде матрицы системы n × n. 
Необходимо построить траекторию движения БЛА  
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    , проходящую через опорные точки маршрута, 
причем в некоторых опорных точках необходимо 
обеспечить помимо определенного значения коор-
динаты, заданные значения скорости и ускорения, 
позволяющие безопасно преодолеть противодейст-
вие противника (например, уменьшить вероятность 
обнаружения средствами противовоздушной обо-
роны или сократить время нахождения в зоне по-
ражения средств противовоздушной обороны про-
тивника). 

Аналитико-числовой метод планирова-
ния траектории движения БЛА. В ходе предпо-
летной подготовки, до начала движения по траек-
тории с использованием вычислительных средств 
бортовой системы управления или наземных 
средств баллистиконавигационного обеспечения 
полетов летательного аппарата: 

1. По имеющейся приближенной математиче-
ской модели летательного аппарата n-го порядка, 
строится характеристический полином вида 
          

        , где    – постоянные коэф-
фициенты                  ,   – независимая переменная 
(параметр интегрального преобразования Лапласа) 
[2]. Если порядок математической модели меньше 
количества опорных точек траектории, с использо-
ванием положений теории обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений предварительно строится 
эквивалентная математическая модель летательно-
го аппарата необходимой размерности. 

2. Аналитическими методами вычисляются раз-
личные корни            характеристического по-

линома           
         и их кратности 

          , где    –  -й корень полинома;    – 

кратность i-го корня полинома;   − количество раз-
личных корней полинома. 

3. Для частного случая простых корней характе-
ристического полинома (   )            
                         , где       –  -я базисная 

функция, соответствующая корню   . 
Для случая кратных корней полинома (   ) 

матрица строится в порядке следования корней и 
возрастания номера корневой модификации базис-
ной функции: 
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где    
                            

      ;  

                                                     . 
 

4. Формируется блочная обобщенная матрица 
Вандермонда в форме Тетерина      . Блочная 
матрица       имеет вид            
                             , где        – 
первый блок, соответствующий точкам траектории, 
в которых заданы координата, скорость и ускорение 
БЛА;        – второй блок, соответствующим ос-
тавшимся точкам траектории, в которых заданы 
только значения координат; l – количество пара-
метров точек траектории, в которых заданы коор-
дината, скорость и ускорение. Элементы первого 
блока вычисляются по корням            характе-
ристического полинома ОДУ вида        
   

         с учетом их кратности           . 
Если все корни полинома простые (их кратность 
равна единице), то строение блока совпадает с из-
вестной матрицей Вандермонда (Вандервуда) 
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В случае наличия кратных корней первый 
блок строится как композиция корневых субблоков 
                    
                                       
       в порядке следования корней. Строение пер-
вого столбца субблока в точности повторяет случай 
простого корня. Первая строка унитарная с едини-
цей в первой позиции. Остальные элементы суб-
блока вычисляются по реккурентной формуле 

 

                                   
      . 

 

Элементы второго блока        вычисляют-
ся по элементам матрицы базисных функций       
(совпадает со строением маршрутной матрицы 
     ) по формуле 

 

               
                            . 

 

5. Формируется блочная матрица-столбец зна-
чений координат, скоростей и ускорений, соответ-
ствующих блоку         и координат, соответст-
вующих блоку         в опорных точках маршрута 
на плоскости в порядке их следования       
                                           
где элементы первого блока        находятся по 
формуле                  , а второго блока        по 
формуле                         . 

6. Матрицы      ,       и       записыва-
ются в память вычислительных средств бортовой 
системы управления летательного аппарата. 

7. Средствами бортовой системы управления 
осуществляется глобальное планирование траекто-
рии движения летательного аппарата единовре-

менно для всех опорных точек траектории по мат-
ричной формуле  

 

                               
 

8. Функция      записывается в память вычисли-
тельных средств бортовой системы управления ле-
тательного аппарата и является результатом гло-
бального планирования траектории движения лета-
тельного аппарата. 

После начала движения летательного аппара-
та по программной траектории движения средства-
ми бортовой системы управления летательного ап-
парата осуществляется отслеживание в каждый рас-
сматриваемый текущий момент времени   положе-
ния и компенсация с приемлемой точностью ухода 
центра масс летательного аппарата относительно 
программной траектории движения      при со-
блюдении условий достижения минимальной мето-
дической ошибки управления и исключения «сры-
ва» летательного аппарата с программной траекто-
рии. 

В случае возникновения необходимости опе-
ративного изменения программной траектории 
движения летательного аппарата в условиях полета 
с использованием вычислительных средств борто-
вой системы управления: 

1. Корректируется обобщенная матрица Вандер-
монда в форме Тетерина       в части перевы-
числения значений элементов, у которых измени-
лись параметры (время прохождения) опорных то-
чек траектории. Если время прохождения плани-
руемой опорной точки траектории не изменилось 
либо опорная точка траектории на момент возник-
новения необходимости изменения программной 
траектории фактически была пройдена, то соответ-
ствующий элемент матрицы может не перевычис-
ляться. Общее количество опорных точек траекто-
рии движения не должно изменяться. 

2. Корректируется матрица-столбец значений 
параметров в опорных точках траектории       в 
части изменения значений элементов, у которых 
изменились параметры (координаты, скорости, ус-
корения): для блока        по формуле      
            ; для блока        по формуле      
                   . Если параметры опорной точки тра-
ектории не изменились либо опорная точка траек-
тории на момент возникновения необходимости 
изменения программной траектории фактически 
была пройдена, то соответствующие элементы мат-
рицы        могут не перевычисляться. 

3. Откорректированные матрицы       и 
      записываются в память вычислительных 
средств бортовой системы управления летательного 
аппарата. 

4. Средствами бортовой системы управления 
осуществляется локальное планирование траектории 
движения летательного аппарата единовременно для 
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всех опорных точек траектории (планируемых и 
фактически пройденных) по матричной формуле 

 

                             , 
 

где      – непрерывная функция от времени, про-
ходящая через все опорные точки траектории (пла-
нируемые и фактически пройденные) и описываю-
щая программную траекторию движения летатель-
ного аппарата с учетом текущей динамической кор-
рекции. 

8. Функция      записывается в память вычисли-
тельных средств бортовой системы управления ле-
тательного аппарата и является результатом ло-
кального планирования траектории движения лета-
тельного аппарата. Дальнейшее движение лета-
тельного аппарата по откорректированной про-
граммной траектории движения осуществляется 
аналогичным способом, как и после глобального 
планирования траектории. 

Новизна аналитико-числового метода пла-
нирования траектории в учете динамических харак-
теристик БЛА, матричной формализации процеду-
ры построения траектории и введении в рассмотре-
нии нового типа матриц – обобщенной матрицы 
Вандермонда в форме Тетерина      . Метод не 
содержит методической погрешности, допускает 
параллельное выполнение операций с матрицами 
средствами бортовых вычислителей [3, 4]. 

Приближенный численный метод плани-
рования траектории движения БЛА. В ходе 
предполетной подготовки, до начала движения по 
траектории, с использованием вычислительных 
средств бортовой системы управления или назем-
ных средств баллистиконавигационного обеспече-
ния полетов летательного аппарата: 

1. По коэффициентам однородного уравнения 
строятся характеристический полином и блочная 
матрица-строка       (пп. 1-3 аналитико-
числового метода планирования траектории). 

2. Строится шаговая матрица базисных функций 
                   , где     – количество ша-
гов решения задачи планирования траектории; 
                       

                      ;          

– величина шага решения задачи планирования 
траектории;     – величина времени, на котором 
решается задача планирования траектории;          
–  -й элемент матрицы-строки базисных функций 
     . 

3. Вычисляются обобщенная матрица Вандер-
монда в форме Тетерина       и матрица-столбец 
      (пп. 4, 5 аналитико-числового метода пла-
нирования траектории). 

4. Матрицы        ,       и       записы-
ваются в память вычислительных средств бортовой 
системы управления летательного аппарата. 

5. Средствами бортовой системы управления 
осуществляется глобальное планирование траекто-
рии движения летательного аппарата единовре-
менно для всех опорных точек траектории по мат-
ричной формуле  

 

                               . 
 

6. Функция      записывается в память вычисли-
тельных средств бортовой системы управления ле-
тательного аппарата и является результатом гло-
бального планирования траектории движения лета-
тельного аппарата. Дальнейший порядок движения 
и корректировки траектории в полете летательного 
аппарата аналогичен аналитико-числовому методу 
планирования траектории.   

 

 
Рис. 1. Результаты планирования траектории  

аналитико-числовым методом 
 

 
 

Рис. 2. Результаты планирования траектории  
приближенным численным методом 

 

Новизна приближенного численного метода 
планирования траектории в учете динамических 
характеристик БЛА, матричной формализации про-
цедуры построения траектории и введении в рас-
смотрении нового типа матриц – шаговой матрицы 
базисных функций        . Метод допускает па-
раллельное выполнение операций с матрицами 
средствами бортовых вычислителей.  

Пример. Задана модель подвижного объекта в 
виде обыкновенного однородного дифференциаль-
ного уравнения с постоянными коэффициентами 
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и параметры опорных точек траектории движения 
на плоскости для глобального планирования 
 

       
     

  
   

      

   
                 

и локального планирования 
 

       
     

  
   

      

   
                  

 

Необходимо – построить траекторию движе-
ния подвижного объекта на плоскости, проходящую 
через все опорные точки с учетом их коррекции, с 
использованием аналитико-числового и прибли-
женного численного методов. 

Глобальное планирование траектории дви-
жения подвижного объекта аналитико-числовым 
методом. По дифференциальному уравнению 
строится характеристический полином      , вы-
числяются корни и их кратности          ; 
         . Строятся матрица базисных функ-
ций, обобщенная матрица Вандермонда и матрица-
столбец параметров опорных точках траектории: 

 

                                                                   

      

 
 
 
 
 
     
     
     
        
          

 
 
 
 

;       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 

. 

 

Выполняется глобальное планирование траектории движения подвижного объекта (рис. 1 – тра-

ектория a) 
 

                       

 

 
 

 
 
 
 
 
     
     
     
        
          

 
 
 
 
  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 

 

 
 

  

  
 

 

                                                        

                 
  

 

Локальное планирование траектории движения подвижного объекта аналитико-числовым 

методом. Корректируется матрица-столбец значений координат в опорных точках траектории (мар-

шрутная матрица не изменилась) 
 

      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 

. 

 

Выполняется локальное планирование траектории движения подвижного объекта (рис. 1 – тра-

ектория б) 
 

                       

 

 
 

 
 
 
 
 
     
     
     
        
          

 
 
 
 
  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 

 

 
 

  

  
                                                 

               
  

 

Глобальное планирование траектории 

движения подвижного объекта приближенным 

численным методом. Строится шаговая матрица 

базисных функций и выполняется глобальное 

планирование траектории движения подвижного 

объекта (рис. 2 – траектория в).  

Локальное планирование траектории 

движения подвижного объекта приближенным 

численным методом. Выполняется локальное 

планирование траектории движения подвижного 

объекта (рис. 2 – траектория г). 

Выводы и рекомендации. Разработанные 

аналитико-числовой и приближенный численный 

методы позволяют средствами бортовых средств 

баллистиконавигационного обеспечения планиро-

вать траекторию движения БЛА одновременно для 

всех опорных точек с учетом динамических пара-

метров летательного аппарата и противодействия 

противника. Однако данные методы не учитывают 

влияние на БЛА внешних воздействующих факто-

ров, что является предметом дальнейших исследо-

ваний. 
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The description of analytical-numerical and approximate matrix methods of numerical planning the move-
ment trajectory of unmanned aerial vehicle due to the need of overcoming by the aerial vehicle zones of air 
defense of the opponent which differ from analogs in the increased accuracy and lower computing labor in-
put of calculation the ballistic and navigation tasks is provided. 

Key words: unmanned aerial vehicle, ballistic and navigation providing, trajectory planning, generalized 
Vandermond's matrix in the Teterin form, matrix of basic functions 

______________________________________________________________________________________________________________________________________ 

Alexander Popov, General Director. E-mail: pilot@kbpa.ru; Dmitriy Teterin, Doctor of Technical Sciences, Deputy General Direc-

tor on Scientific Work. E-mail: tdp@kbpa.ru 

 
 

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, том 19, №1(2), 2017

376

mailto:pilot@kbpa.ru



